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第一章 函数与极限
第一节 映射与函数

一、判断题

1. 𝑓(𝑥) = 𝑥，𝑔(𝑥) =
√

𝑥2 是两个相同的函数（ ）

2. 𝑓(𝑥) = 1，𝑔(𝑥) = sec2 𝑥 − tan2 𝑥 是两个相同的函数（ ）

二、选择题

3.  设函数 𝑓(𝑥) = {− sin3 𝑥
sin3 𝑥

−𝜋≤𝑥≤0
0<𝑥≤𝜋 ， 则此函数是 （ ）

A. 周期函数 B. 单调增函数

C. 奇函数 D. 偶函数

4. 设函数 𝑓(𝑥) = 𝑒𝑥，𝑔(𝑥) = sin2 𝑥，则 𝑓[𝑔(𝑥)] =（ ）

A. 𝑒sin2 𝑥 B. sin2 𝑒𝑥

C. 𝑒𝑥 sin2 𝑥 D. (sin2 𝑥)𝑒𝑥2

三、计算题

5. 求下列函数的自然定义域：

(1)  𝑦 = arctan(𝑥 − 3)；

(2)  𝑦 =
√

3 − 𝑥 + arctan 1
𝑥。
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6. 设函数 𝑓(𝑥) 的定义域为 𝐷 = [0, 1]，求下列函数的定义域：

(1)  𝑓(𝑥2)；

(2)  𝑓(sin 𝑥)；

(3)  𝑓(𝑥 + 𝑎) + 𝑓(𝑥 − 𝑎)（𝑎 > 0）。

7. 下列函数中哪些是偶函数，哪些是奇函数，哪些既非偶函数又非奇函数？

(1)  𝑦 = sin 𝑥 − cos 𝑥 + 1；

(2)  𝑦 = 𝑎𝑥+𝑎−𝑥

2 。

8



四、证明题

8. 设所考虑的函数都定义在区间 (−𝑙, 𝑙) 内，证明：

(1)  两个偶函数的和是偶函数，两个奇函数的和是奇函数；

(2)  两个偶函数的乘积是偶函数，两个奇函数的乘积是偶函数，偶函数与奇函数的乘

积是奇函数。

第二节 数列的极限

一、选择题

1. 下列数列 {𝑥𝑛} 中，收敛的是（ ）

A. 𝑥𝑛 = (−1)𝑛(𝑛−1
𝑛 ) B. 𝑥𝑛 = 𝑛

𝑛+1

C. 𝑥𝑛 = sin(𝜋
2𝑛) D. 𝑥𝑛 = 𝑛 − (−1)𝑛

2. 下列数列 {𝑥𝑛} 中，发散的是（ ）

A. 𝑥𝑛 = 1
2𝑛 B. 𝑥𝑛 = 5 + (−1)𝑛

𝑛2

C. 𝑥𝑛 = 2𝑛−1
3𝑛+2 D. 𝑥𝑛 = 1+(−1)𝑛

2

二、填空题

3.  设数列 {𝑢𝑛} 的一般项是 𝑢𝑛 = 3𝑛+1
2𝑛+1， 使不等式 |𝑢𝑛 − 3

2 | < 0.01 成立的 𝑛 满足 𝑛 ≥ 
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三、计算题

4. 下列数列是否收敛？若收敛，写出其极限：

(1)  {(−1)𝑛𝑛}；

(2)  {[(−1)𝑛 + 1]𝑛+1
𝑛 }。

四、证明题

5. 根据数列极限的定义，证明：

(1)  lim𝑛→∞
1

𝑛2 = 0；

(2)  lim𝑛→∞
3𝑛+1
2𝑛+1 = 3

2；

(3)  lim𝑛→∞
𝑛2−𝑛−3

3𝑛2+2𝑛−4 = 1
3；

(4)  若 lim𝑛→∞ 𝑥𝑛 = 𝑎，则 lim𝑛→∞|𝑥𝑛| = |𝑎|。 反过来成立吗？成立给出证明，不成

立举出反例。
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第三节 函数的极限

一、选择题

1. lim𝑥→1
|𝑥−1|
𝑥−1 =（ ）

A. −1 B. 0 C. 1 D. 不存在

2.  lim𝑥→𝑥+
0
𝑓(𝑥) 与 lim𝑥→𝑥−

0
𝑓(𝑥) 存在且相等是 lim𝑥→𝑥0

𝑓(𝑥) 存在的 （ ）

A. 充分条件 B. 必要条件

C. 充要条件 D. 无关条件

3.  设函数 𝑓(𝑥) = 2𝑥+|𝑥|
4𝑥−3|𝑥|，则 lim𝑥→0 𝑓(𝑥) = （ ）

A. 1
2 B. 1

3 C. 1
4 D. 不存在

二、填空题

4.  使当 0 < |𝑥 − 3| < 𝛿 时 |𝑥2−9
𝑥−3 − 6| < 𝜀 成立，可取 𝛿 = 
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三、计算题

5. 对于图 1-1 所示的函数 𝑓(𝑥)，求下列极限；若不存在，说明理由：

𝑥

𝑦

𝑂

1

−1

−2 −1 1

𝑦 = 𝑓(𝑥)

图 1-1

(1)  lim𝑥→2 𝑓(𝑥)；

(2)  lim𝑥→−1 𝑓(𝑥)；

(3)  lim𝑥→0 𝑓(𝑥)。

6.  求函数 𝑓(𝑥) = 𝑥
𝑥，𝜑(𝑥) = |𝑥|

𝑥  当 𝑥 → 0 时的左、右极限， 并说明它们当 𝑥 → 0 时的

极限是否存在
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四、证明题

7. 根据函数极限的定义，证明：

(1)  lim𝑥→2(5𝑥 + 2) = 12；

(2)  lim𝑥→∞
1+𝑥3

2𝑥3 = 1
2。

第四节 无穷小与无穷大

本节无题

第五节 极限运算法则

一、选择题

1. 函数 𝑓(𝑥) = 𝑥+1
𝑥2−1  在下列哪个变化过程中为无穷大（ ）

A. 𝑥 → 0 B. 𝑥 → 1 C. 𝑥 → −1 D. 𝑥 → ∞

13



二、计算题

2. 计算下列极限：

(1)  lim𝑥→1
𝑥2−2𝑥+1

𝑥2−1 ；

(2)  limℎ→0
(𝑥+ℎ)2−𝑥2

ℎ ；

(3)  lim𝑛→∞(1 + 1
2 + 1

4 + … + 1
2𝑛 )；

(4)  lim𝑛→∞
(𝑛+1)(𝑛+2)(𝑛+3)

5𝑛3 ；

(5)  lim𝑥→1( 1
1−𝑥 − 3

1−𝑥3 )；

(6)  lim𝑥→0 𝑥2 sin 1
𝑥；

(7)  lim𝑥→∞
arctan 𝑥

𝑥 。

3.  函数 𝑦 = 𝑥 cos 𝑥 在区间 (−∞, +∞) 上是否有界？ 这个函数是否为 𝑥 → +∞ 时的无

穷大？为什么
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三、证明题

4.  证明：函数 𝑦 = 1
𝑥 sin 1

𝑥  在区间 (0, 1] 上无界， 但并不是 𝑥 → 0+ 时的无穷大

第六节 极限存在准则 两个重要极限

一、选择题

1. lim𝑥→0
sin 𝑥

𝑥 cos 𝑥 =（ ）

A. 1 B. ∞ C. 不存在 D. 0

2. lim𝑥→∞ (1 − 1
𝑥)2𝑥 =（ ）

A. 2𝑒 B. 𝑒−2 C. 𝑒2 D. 2
𝑒

二、填空题

3. 设 lim𝑥→∞ (1 + 𝑘
𝑥)𝑥 = 𝑒3，则 𝑘 =

4. 设 lim𝑥→∞ (𝑥+2𝑎
𝑥−𝑎 )𝑥 = 8，则 𝑎 =
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三、计算题

5. 计算下列极限：

(1)  lim𝑥→0 𝑥 cot 𝑥；

(2)  lim𝑥→0
1− cos 2𝑥

𝑥 sin 𝑥 ；

(3)  lim𝑛→∞ 2𝑛 sin 𝑥
2𝑛 （𝑥 为非零常数）；

(4)  lim𝑥→0 (1 − 𝑥)1
𝑥 ；

(5)  lim𝑥→0 (1 + 𝑥)1
𝑥 ；

(6)  lim𝑥→∞ (1 − 1
𝑥)𝑘𝑥

（𝑘 ∈ ℕ+）。
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四、证明题

6. 利用极限存在准则，证明：

(1)  lim𝑛→∞ 𝑛( 1
𝑛2+𝜋 + 1

𝑛2+2𝜋 + … + 1
𝑛2+𝑛𝜋) = 1；

(2)  数列 
√

2，√2 +
√

2，√2 + √2 +
√

2，… 的极限存在；

(3)  lim𝑥→0
𝑛
√

1 + 𝑥 = 1（𝑛 ∈ ℕ+，𝑛 ≥ 2）。

第七节 无穷小的比较

一、填空题

1. 当 𝑥 → 0 时，2𝑥 − 𝑥2 是 𝑥2 − 𝑥3 的

2. 设 lim𝑥→1
𝑥2+𝑎𝑥+𝑏

1−𝑥 = 5，则 𝑎，𝑏 依次为 ；
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二、计算题

3. 利用等价无穷小的性质，求下列极限：

(1)  lim𝑥→0
tan 𝑥− sin 𝑥

sin3 𝑥 ；

(2)  lim𝑥→0
sin 𝑥− tan 𝑥

( 3√1+𝑥2−1)(
√

1+ sin 𝑥−1)
。

4.  设 lim𝑥→−1
𝑥3−𝑎𝑥2−𝑥+4

𝑥+1 = 𝑙（𝑙 ≠ ∞）， 试求 𝑎 和 𝑙 的值
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三、证明题

5. 证明：当 𝑥 → 0 时，有 sec 𝑥 − 1 ∼ 𝑥2

2

第八节 函数的连续性与间断点

一、填空题

1.  设函数 𝑓(𝑥) = {
1
𝑥 sin 𝑥

3
𝑎

𝑥≠0
𝑥=0 在点 𝑥 = 0 处连续，则 𝑎 = 

二、计算题

2.  下列函数在指定点处间断，说明这些间断点属于哪一类； 若为可去间断点，补充或

改变定义使函数在该点连续：

(1)  𝑦 = 𝑥2−1
𝑥2−3𝑥+2；𝑥 = 1，𝑥 = 2；

(2)  𝑦 = {𝑥−1
3−𝑥

𝑥≤1
𝑥>1 在点 𝑥 = 1 处。
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3.  讨论函数 𝑓(𝑥) = lim𝑛→∞
1−𝑥2𝑛

1+𝑥2𝑛 𝑥 的连续性； 若有间断点，判断其类型

三、简答题

4. 下列陈述哪些正确？正确说明理由，错误举反例：

(1)  若 𝑓(𝑥) 在 𝑥 = 𝑎 处连续，则 |𝑓(𝑥)| 也在 𝑥 = 𝑎 处连续；

(2)  若 |𝑓(𝑥)| 在 𝑥 = 𝑎 处连续，则 𝑓(𝑥) 也在 𝑥 = 𝑎 处连续。

第九节 连续函数的运算与初等函数的连续性

一、选择题

1.  设函数 𝑓(𝑥) = 1−2𝑒1
𝑥

1+𝑒1
𝑥

arctan 1
𝑥， 则 𝑥 = 0 是 𝑓(𝑥) 的 （ ）

A. 可去间断点 B. 跳跃间断点

C. 无穷间断点 D. 振荡间断点
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2.  设 𝑓(𝑥) = {𝑥
0

𝑥≥0
𝑥<0， 𝑔(𝑥) = {𝑥+1

𝑥
𝑥<1
𝑥≥1， 则 𝑓(𝑥) + 𝑔(𝑥) 的连续区间是 （ ）

A. (−∞, +∞) B. (−∞, 0) ∪ (0, +∞)

C. (−∞, 1) ∪ (1, +∞) D. (−∞, 0) ∪ (0, 1) ∪ (1, +∞)

3. 已知当 𝑥 → 0 时 
√

1 − 𝑥 −
√

1 + 𝑥 ∼ 𝑎𝑥，则常数 𝑎 =（ ）

A. 1 B. −1 C. 2 D. −2

4. 当 𝑥 → 1 时，1 − 𝑥 是 1 − 3
√

𝑥 的（ ）

A. 等价无穷小

B. 高阶无穷小

C. 同阶无穷小，但不是等价无穷小

D. 低阶无穷小

二、填空题

5.  设 𝑓(𝑥) = {𝑒𝑥

𝑎+𝑥
𝑥<0
𝑥≥0 在点 𝑥 = 0 处连续，则 𝑎 = 
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三、计算题

6. 求下列极限：

(1)  lim𝑥→1

√
5𝑥−4−

√
𝑥

𝑥−1 ；

(2)  lim𝑥→𝑎
sin 𝑥− sin 𝑎

𝑥−𝑎 ；

(3)  lim𝑥→+∞(
√

𝑥2 + 𝑥 −
√

𝑥2 − 𝑥)；

(4)  lim𝑥→0
(1−𝑥2

2 )
2
3−1

𝑥 ln(1+𝑥) ；

(5)  lim𝑥→0 (1 + 3 tan2 𝑥)cot2 𝑥；

(6)  lim𝑥→+∞ (3+𝑥
6+𝑥)

𝑥−1
2 ；

(7)  lim𝑥→0
𝑒3𝑥−𝑒2𝑥−𝑒𝑥+1
3√(1−𝑥)(1+𝑥)−1

。

7.  设函数 𝑓(𝑥) =
{

 𝑥4+𝑎𝑥+𝑏

(𝑥−1)(𝑥+2)
𝑥≠−2
2

𝑥≠1

𝑥=1
 在点 𝑥 = 1 处连续，试求 𝑎，𝑏 的值
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四、证明题

8.  设  𝑓(𝑥) 与  𝑔(𝑥) 在 点  𝑥0 处 连 续 ， 证 明 ：  𝜑(𝑥) = max{𝑓(𝑥), 𝑔(𝑥)}，

𝜓(𝑥) = min{𝑓(𝑥), 𝑔(𝑥)} 在点 𝑥0 处也连续

第十节 闭区间上连续函数的性质

一、证明题

1. 证明：方程 𝑥5 − 3𝑥 = 1 至少有一个根介于 1 和 2 之间
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2.  证明：方程 𝑥 = 𝑎 sin 𝑥 + 𝑏（𝑎 > 0，𝑏 > 0）至少有一个正根， 并且它不超过 𝑎 + 𝑏

3.  设 𝑓(𝑥) 在 [0, 1] 上连续，且对任意 𝑥 ∈ [0, 1] 有 0 ≤ 𝑓(𝑥) ≤ 1。 试证：在 [0, 1] 上必

存在一点 𝑐，使得 𝑓(𝑐) = 𝑐

4.  设 𝑓(𝑥) 在 [𝑎, 𝑏] 上连续， 𝑎 < 𝑥1 < 𝑥2 < … < 𝑥𝑛 < 𝑏（𝑛 ≥ 3）， 证明：在 (𝑥1, 𝑥𝑛) 内

至少存在一点 𝜉，使得 𝑓(𝜉) = 𝑓(𝑥1)+𝑓(𝑥2)+…+𝑓(𝑥𝑛)
𝑛
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总习题一

一、选择题

1. 当 𝑥 → 0 时，(1 − cos 𝑥)2 是 sin2 𝑥 的（ ）

A. 高阶无穷小

B. 同阶无穷小，但不是等价无穷小

C. 低阶无穷小

D. 等价无穷小

2. 设 𝑓(𝑥) 为奇函数，则下列函数中也为奇函数的是（ ）

A. 𝑓(𝑥) + 𝐶（𝐶 为非零常数） B. 𝑓(−𝑥) + 𝐶（𝐶 为非零常数）

C. 𝑓(𝑥) + 𝑓(−𝑥) D. 𝑓[𝑓(𝑥)]

3. 设函数 𝑓(𝑥) = 𝑥2 + arctan 1
𝑥−1，则 𝑥 = 1 是 𝑓(𝑥) 的（ ）

A. 可去间断点 B. 跳跃间断点

C. 无穷间断点 D. 振荡间断点

二、填空题

4. 数列 {𝑥𝑛} 有界是 {𝑥𝑛} 收敛的

5. 函数 𝑓(𝑥) = 𝑥−2
ln |𝑥 − 1| 的一个无穷间断点是

6.  设 𝑓(𝑥) = {
√

𝑥2−1
𝑏
𝑎+ arccos 𝑥

𝑥<−1
𝑥=−1
−1<𝑥≤1

 在点 𝑥 = −1 处连续，则 𝑎，𝑏 依次为 ；

7.  函数 𝑓(𝑥) = 21
𝑥−1

21
𝑥+1

 的间断点及类型（第几类）依次为 ；
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三、计算题

8. 求下列极限：

(1)  lim𝑥→+∞ 𝑥(
√

𝑥2 + 1 − 𝑥)；

(2)  lim𝑥→∞ (2𝑥+3
2𝑥+1)

𝑥+1
；

(3)  lim𝑥→0
tan 𝑥− sin 𝑥

𝑥3 。

四、证明题

9. 根据函数极限的定义，证明：lim𝑥→3
𝑥2−𝑥−6

𝑥−3 = 5
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10.  证明： lim𝑛→∞( 1√
𝑛2+1

+ 1√
𝑛2+2

+ … + 1√
𝑛2+𝑛

) = 1

11. 证明：方程 sin 𝑥 + 𝑥 + 1 = 0 在开区间 (−𝜋
2 , 𝜋

2 ) 内至少有一个根
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第二章 导数与微分
第一节 导数的概念

一、选择题

1.  设函数 𝑓(𝑥) = 𝑥(𝑥 − 1)(𝑥 + 2)(𝑥 − 3)…(𝑥 + 100)，则 𝑓 ′(1) = （ ）

A. 101! B. −101!
100 C. −100! D. 100!

99

2.  设函数 𝑓(𝑥) = {1−𝑒−𝑥2
𝑥

0
𝑥≠0
𝑥=0

， 则 𝑓 ′(0) = （ ）

A. 0 B. 1
2 C. 1 D. −1

二、填空题

3.  设 𝑓 ′(𝑥0) 存在，则 limΔ𝑥→0
𝑓(𝑥0−Δ𝑥)−𝑓(𝑥0)

Δ𝑥  与 limℎ→0
𝑓(𝑥0+ℎ)−𝑓(𝑥0−ℎ)

ℎ  分别为 

；

4. 函数 𝑦 = 𝑥2 3√𝑥2
√

𝑥5  的导数等于

5. 曲线 𝑦 = 𝑒𝑥 上点 (0, 1) 处的切线方程为

6.  已知某物体的运动规律为 𝑠 = 𝑡3（单位：m），则该物体在 𝑡 = 2（单位：s）时的速

度为 

三、计算题

7. 设函数 𝑓(𝑥) = 10𝑥2，试按导数的定义求 𝑓 ′(−1)
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8. 求曲线 𝑦 = cos 𝑥 上点 (𝜋
3 , 1

2) 处的切线方程和法线方程

9.  在抛物线 𝑦 = 𝑥2 上取横坐标分别为 𝑥1 = 1 及 𝑥2 = 3 的两点，过这两点作此抛物线

的割线。 问：该抛物线上哪一点处的切线平行于这条割线？

10.  已知函数 𝑓(𝑥) = {sin 𝑥
𝑥

𝑥<0
𝑥≥0， 求 𝑓 ′(𝑥)
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11.  讨论函数 𝑦 = {𝑥2 sin 1
𝑥

0
𝑥≠0
𝑥=0 在点 𝑥 = 0 处的连续性与可导性

第二节 函数的求导法则

一、选择题

1.  设在点 𝑥0 处函数 𝑓(𝑥) 可导，𝑔(𝑥) 不可导，则在点 𝑥0 处 （ ）

A. 𝑓(𝑥) + 𝑔(𝑥) 必可导 B. 𝑓(𝑥)𝑔(𝑥) 必不可导

C. 𝑓(𝑥) − 𝑔(𝑥) 必不可导 D. 𝑓(𝑥)
𝑔(𝑥)  必可导
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二、计算题

2. 求下列函数的导数：

(1)  𝑦 = 2 tan 𝑥 + sec 𝑥 − 1；

(2)  𝑦 = ln 𝑥
𝑥 ；

(3)  𝑦 = 𝑒𝑥

𝑥2 + ln 3；

(4)  𝑦 = 𝑥2 ln 𝑥 cos 𝑥。

3. 求函数 𝑓(𝑥) = 3
5−𝑥 + 𝑥2

5  在点 𝑥 = 0 和点 𝑥 = 2 处的导数
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4. 求下列函数的导数：

(1)  𝑦 = arctan 𝑒𝑥；

(2)  𝑦 = arcsin2 𝑥；

(3)  𝑦 = ln(𝑥 +
√

𝑎2 + 𝑥2)；

(4)  𝑦 = ln tan 𝑥
2 ；

(5)  𝑦 = 𝑒arctan
√

𝑥；

(6)  𝑦 = 𝑒−𝑥(𝑥2 − 2𝑥 + 3)；

(7)  𝑦 = 𝑥 arcsin 𝑥
2 +

√
4 − 𝑥2。

5.  设函数 𝑓(𝑥) 可导，求函数 𝑦 = 𝑓(sin2 𝑥) + 𝑓(cos2 𝑥) 的导数 d𝑦
d𝑥
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三、证明题

6.  设函数 𝑓(𝑥) 满足： （1）𝑓(𝑥 + 𝑦) = 𝑓(𝑥)𝑓(𝑦)，∀𝑥, 𝑦 ∈ ℝ； （2）𝑓(𝑥) = 1 + 𝑥𝑔(𝑥)，

且 lim𝑥→0 𝑔(𝑥) = 1。 试证：𝑓(𝑥) 在 ℝ 上处处可导，且 𝑓 ′(𝑥) = 𝑓(𝑥)

第三节 高阶导数

一、选择题

1. 若函数 𝑓(𝑥) = sin 𝑥
2 + cos 2𝑥，则 𝑓 (27)(𝜋) =（ ）

A. 0 B. − 1
227

C. 227 − 1
227 D. 227

二、填空题

2. 设函数 𝑦 = (1 + 𝑥2) arctan 𝑥，则 𝑦″ =

3. 若 𝑓″(𝑥) 存在，函数 𝑦 = ln 𝑓(𝑥)，则 d2𝑦
d𝑥2 =
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三、计算题

4. 求下列函数的二阶导数：

(1)  𝑦 = 𝑒−𝑡 sin 𝑡；

(2)  𝑦 = ln(𝑥 +
√

1 + 𝑥2)。

5. 设 𝑓″(𝑥) 存在，求函数 𝑦 = 𝑓(𝑥2) 的二阶导数 d2𝑦
d𝑥2
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6. 求下列函数所指定阶的导数：

(1)  𝑦 = 𝑒𝑥 cos 𝑥，求 𝑦(4)；

(2)  𝑦 = 𝑥2 sin 2𝑥，求 𝑦(50)。

四、证明题

7. 试从 d𝑥
d𝑦 = 1

𝑦′  导出：

(1)  d2𝑥
d𝑦2 = − 𝑦″

(𝑦′)3 ；

(2)  d3𝑥
d𝑦3 = 3(𝑦″)2−𝑦′𝑦‴

(𝑦′)5 。

第四节 隐函数及由参数方程所确定的函数的导数 · 相关变化率

一、选择题

1. 设函数 𝑦 = (1 + 𝑥)1
𝑥 ，则 𝑦′(1) =（ ）

A. 2 B. 8 C. 1
2 − ln 2 D. 1 − ln 4
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2.  已知曲线 𝐿 的参数方程为 𝑥 = 2(𝑡 − sin 𝑡)，𝑦 = 2(1 − cos 𝑡)， 则 𝐿 上点 𝑡 = 𝜋
2  处的

切线方程是 （ ）

A. 𝑥 + 𝑦 = 𝜋 B. 𝑥 − 𝑦 = 𝜋 − 4

C. 𝑥 − 𝑦 = 𝜋 D. 𝑥 + 𝑦 = 𝜋 − 4

二、填空题

3. 设函数 𝑦 = 𝑦(𝑥) 由方程 𝑥 sin 𝑦 + 𝑦𝑒𝑥 = 0 所确定，则 𝑦′(0) =

4.  设函数 𝑦 = 𝑦(𝑥) 由参数方程 𝑥 = 𝑎 cos3 𝜑，𝑦 = 𝑎 sin3 𝜑 所确定， 则 d𝑦
d𝑥 = 

三、计算题

5. 求由方程 𝑥𝑦 = 𝑒𝑥+𝑦 所确定的隐函数的导数 d𝑦
d𝑥

6.  求曲线 𝑥2
3 + 𝑦2

3 = 𝑎2
3  上点 (

√
2

4 𝑎,
√

2
4 𝑎) 处的切线方程和法线方程
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7. 求由方程 𝑦 = tan(𝑥 + 𝑦) 所确定的隐函数的二阶导数 d2𝑦
d𝑥2

8. 用对数求导法求函数 𝑦 = ( 𝑥
1+𝑥)

𝑥
 的导数

9.  求由参数方程 𝑥 = 𝑎𝑡2，𝑦 = 𝑏𝑡3 所确定的函数的导数 d𝑦
d𝑥
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10.  已知一曲线的参数方程为 𝑥 = sin 𝑡，𝑦 = cos 2𝑡， 求该曲线在点 𝑡 = 𝜋
4  处的切线方程

和法线方程

11. 求由下列参数方程所确定的函数的二阶导数 d2𝑦
d𝑥2 ：

(1)  𝑥 = 3𝑒−𝑡，𝑦 = 2𝑒𝑡；

(2)  𝑥 = 𝑓 ′(𝑡)，𝑦 = 𝑡𝑓 ′(𝑡) − 𝑓(𝑡)，设 𝑓″(𝑡) 存在且不为零。
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12.  以 4 m³/min 的速率向深 8 m、上顶直径 8 m 的正圆锥形容器中注水， 当水深为 

5 m 时，水面上升的速率为多少？

第五节 函数的微分

一、选择题

1. 一切初等函数在其定义区间内（ ）

A. 可微 B. 不可微 C. 连续 D. 有界

二、填空题

2.  已知函数 𝑦 = 𝑥2 − 𝑥，则在点 𝑥 = 2 处，当 Δ𝑥 = 0.1 时， Δ𝑦 与 d𝑦 分别为 

；

3. d(
√

𝑥 arcsin
√

𝑥) =

4.  设 𝑓(𝑥) 与 𝑔(𝑥) 都是可导函数，又函数 𝑦 = 𝑓[𝑔(2 − 𝑥3)]， 则当 Δ𝑥 → 0 时，无穷小 

Δ𝑦 关于 Δ𝑥 的线性主部为 
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三、计算题

5. 求下列函数的微分：

(1)  𝑦 = 𝑥2𝑒2𝑥；

(2)  𝑦 = ln2(1 − 𝑥)；

(3)  𝑦 = arcsin
√

1 − 𝑥2；

(4)  𝑦 = tan2(1 + 2𝑥2)。

6.  已知 𝑥 = 𝑓 ′(𝑡)，𝑦 = 𝑡𝑓 ′(𝑡) − 𝑓(𝑡)，设 𝑓″(𝑡) 存在且不为零， 求 𝑦 对 𝑥 的微分
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7.  设函数 𝑦 = 𝑦(𝑥) 由方程 𝑦2𝑓(𝑥) + 𝑥𝑓(𝑦) = 𝑥2 所确定， 其中 𝑓(𝑥) 是 𝑥 的可微函数，

试求 d𝑦

8. 计算 3
√

996 的近似值

总习题二

一、选择题

1.  设函数 𝑓(𝑥) = (𝑥 − 𝑎)𝜑(𝑥)，其中函数 𝜑(𝑥) 在点 𝑥 = 𝑎 处连续，则必有 （ ）

A. 𝑓 ′(𝑥) = 𝜑(𝑥) B. 𝑓 ′(𝑥) = 𝜑(𝑥) + (𝑥 − 𝑎)𝜑′(𝑥)

C. 𝑓 ′(𝑎) = 𝜑(𝑎) D. 𝑓 ′(𝑎) = 𝜑′(𝑎)
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2.  若函数 𝑦 = 𝑓(𝑥) 有 𝑓 ′(𝑥0) = 1
2，则当 Δ𝑥 → 0 时该函数在点 𝑥 = 𝑥0 处的微分 d𝑦 是 

Δ𝑥 的 （ ）

A. 同阶无穷小，但不是等价无穷小

B. 等价无穷小

C. 低阶无穷小

D. 高阶无穷小

二、填空题

3. 设函数 𝑠 = 𝑒−𝑡 cos 3𝑡 + sin 1，则 d𝑠
d𝑡 =

4. 设函数 𝑦 = 2ln tan 𝑥，则 d𝑦 =

5.  设函数 𝑦 = 𝑥
1−2 sin 𝑥 − ln(4 − 𝑥)，则 𝑦′|𝑥=𝜋 = 

6. 曲线 𝑦 = 2𝑥3 − 5𝑥2 + 4𝑥 − 5 上点 (2, −1) 处的法线方程是

7.  设 𝑓(𝑥) 是可导函数，Δ𝑥 是自变量在点 𝑥 处的增量，则有 limΔ𝑥→0
𝑓2(𝑥+Δ𝑥)−𝑓2(𝑥)

Δ𝑥 = 

三、计算题

8.  讨论函数 𝑓(𝑥) = {𝑥 sin 1
𝑥

0
𝑥≠0
𝑥=0 在点 𝑥 = 0 处的连续性与可导性
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9. 求函数 𝑦 = arctan(1+𝑥
1−𝑥) 的导数

10. 求函数 𝑦 = cos2 𝑥 ln 𝑥 的二阶导数

11. 设函数 𝑦 = 𝑦(𝑥) 由方程 𝑒𝑦 + 𝑥𝑦 = 𝑒 所确定，求 𝑦″(0)
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12.  求由参数方程 𝑥 = ln
√

1 + 𝑡2，𝑦 = arctan 𝑡 所确定的函数的一阶导数 d𝑦
d𝑥  及二阶导

数 d2𝑦
d𝑥2
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第三章 微分中值定理与导数的应用
第一节 微分中值定理

一、选择题

1. 设函数 𝑓(𝑥) = sin 𝑥 在区间 [0, 𝜋] 上满足罗尔中值定理的条件，则罗尔中值定理结论

中的 𝜉 =（ ）

A. 𝜋 B. 𝜋
2 C. 𝜋

3 D. 𝜋
4

2. 下列函数中在区间 [1, 𝑒] 上满足拉格朗日中值定理条件的是（ ）

A. ln 𝑥 B. ln ln 𝑥

C. 1
ln𝑥 D. ln(2 − 𝑥)

二、填空题

3.  设函数 𝑓(𝑥) = (𝑥 − 1)(𝑥 − 2)(𝑥 − 3)(𝑥 − 5)，则 𝑓 ′(𝑥) = 0 的实根个数及所在区间为 

；

三、证明题

4. 证明恒等式：arcsin 𝑥 + arccos 𝑥 = 𝜋
2  （−1 ≤ 𝑥 ≤ 1）
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5.  若函数 𝑓(𝑥) 在区间 (𝑎, 𝑏) 内具有二阶导数，且 𝑓(𝑥1) = 𝑓(𝑥2) = 𝑓(𝑥3)， 其中 

𝑎 < 𝑥1 < 𝑥2 < 𝑥3 < 𝑏，证明：在区间 (𝑥1, 𝑥3) 内至少存在一点 𝜉，使得 𝑓″(𝜉) = 0

6. 设 𝑎 > 𝑏 > 0，证明：𝑎−𝑏
𝑎 < ln(𝑎

𝑏 ) < 𝑎−𝑏
𝑏

第二节 洛必达法则

一、选择题

1. 下列式子中运用洛必达法则正确的是（ ）

A. lim𝑛→∞
𝑛
√

𝑛 = 𝑒lim𝑛→∞
ln 𝑛
𝑛 = 𝑒lim𝑛→∞

1
𝑛 = 1

B. lim𝑥→0
𝑥+ sin 𝑥
𝑥− sin 𝑥 = lim𝑥→0

1+ cos 𝑥
1− cos 𝑥 = ∞

C. lim𝑥→0
𝑥2 sin 1

𝑥
sin 𝑥 = lim𝑥→0

2𝑥 sin 1
𝑥− cos 1

𝑥
cos 𝑥  不存在

D. lim𝑥→0
𝑥
𝑒𝑥 = lim𝑥→0

1
𝑒𝑥 = 1
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2. 下列式子中，极限存在但不能用洛必达法则计算的是（ ）

A. lim𝑥→0 𝑥2 sin 𝑥 B. lim𝑥→0+ ( 1
𝑥)tan 𝑥

C. lim𝑥→∞
𝑥+ sin 𝑥

𝑥 D. lim𝑥→+∞
𝑥𝑛

𝑒𝑥

二、填空题

3. lim𝑥→𝜋
2

cos 5𝑥
cos 3𝑥 =

4. lim𝑥→+∞
ln(1+1

𝑥)
arctan 𝑥 =

三、计算题

5. 用洛必达法则计算下列极限：

(1)  lim𝑥→0
𝑒𝑥−𝑒−𝑥

sin 𝑥；

(2)  lim𝑥→0+
ln(tan 7𝑥)
ln(tan 2𝑥)；

(3)  lim𝑥→0
ln(1+𝑥2)

sec 𝑥− cos 𝑥；

(4)  lim𝑥→0 𝑥2𝑒
1

𝑥2 ；

(5)  lim𝑥→1( 2
𝑥2−1 − 1

𝑥−1)；

(6)  lim𝑥→0+ 𝑥sin 𝑥；

(7)  lim𝑥→1−(1 − 𝑥) tan(𝜋𝑥
2 )；

(8)  lim𝑥→0+ ( 1
𝑥)tan 𝑥

。
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第三节 泰勒公式

一、选择题

1. 已知 cos 𝑥 = 1 − 𝑥2

2 + 𝑅3(𝑥)，则 𝑅3(𝑥) =（ ）

A. sin 𝜉
3! · 𝑥3 B. − sin 𝜉

3! · 𝑥3

C. cos 𝜉
4! · 𝑥4 D. − cos 𝜉

4! · 𝑥4

2.  函数 𝑓(𝑥) 的泰勒展开式 𝑓(𝑥) = ∑𝑛
𝑘=0 𝑎𝑘(𝑥 − 𝑥0)

𝑘 + 𝑅𝑛(𝑥) 中， 拉格朗日余项 

𝑅𝑛(𝑥) = （ ）

A. 𝑓 (𝑛+1) 𝜃𝑥
(𝑛+1)!(𝑥 − 𝑥0)

𝑛+1（0 < 𝜃 < 1）

B. 𝑓 (𝑛+1) 𝑥0+𝜃𝑥
(𝑛+1)!(𝑥 − 𝑥0)

𝑛+1（0 < 𝜃 < 1）

C. 𝑓 (𝑛+1) 𝑥0+𝜃(𝑥−𝑥0)
(𝑛+1)! (𝑥 − 𝑥0)

𝑛（0 < 𝜃 < 1）

D. 𝑓 (𝑛+1) 𝑥0+𝜃(𝑥−𝑥0)
(𝑛+1)! (𝑥 − 𝑥0)

𝑛+1（0 < 𝜃 < 1）

二、计算题

3. 求函数 𝑓(𝑥) =
√

𝑥 按 (𝑥 − 4) 的幂展开的带有拉格朗日余项的三阶泰勒公式
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4. 求函数 𝑓(𝑥) = 1
𝑥  按 (𝑥 + 1) 的幂展开的带有拉格朗日余项的 𝑛 阶泰勒公式

5. 求函数 𝑓(𝑥) = 𝑥𝑒𝑥 带有佩亚诺余项的 𝑛 阶麦克劳林公式

6. 应用三阶泰勒公式求 3
√

30 的近似值，并估计误差
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7. （附加题）利用泰勒公式求下列极限：

(1)  lim𝑥→0
cos 𝑥−𝑒−𝑥2

2
𝑥2[𝑥+ ln(1−𝑥)]；

(2)  lim𝑥→∞[𝑥 − 𝑥2 ln(1 + 1
𝑥)]。

第四节 函数的单调性与曲线的凹凸性

一、选择题

1.  设函数 𝑓(𝑥)、𝑔(𝑥) 在区间 [𝑎, 𝑏] 上可导，且 𝑓 ′(𝑥) > 𝑔′(𝑥)， 则在 (𝑎, 𝑏) 内有 （ ）

A. 𝑓(𝑥) − 𝑔(𝑥) > 0 B. 𝑓(𝑥) − 𝑔(𝑥) ≥ 0

C. 𝑓(𝑥) − 𝑔(𝑥) > 𝑓(𝑏) − 𝑔(𝑏) D. 𝑓(𝑥) − 𝑔(𝑥) > 𝑓(𝑎) − 𝑔(𝑎)

2. 设函数 𝑓(𝑥) = |𝑥(1 − 𝑥)|，则（ ）

A. 𝑥 = 0 是 𝑓(𝑥) 的极值点，但 (0, 0) 不是曲线 𝑦 = 𝑓(𝑥) 的拐点

B. 𝑥 = 0 不是 𝑓(𝑥) 的极值点，但 (0, 0) 是曲线 𝑦 = 𝑓(𝑥) 的拐点

C. 𝑥 = 0 是 𝑓(𝑥) 的极值点，且 (0, 0) 是曲线 𝑦 = 𝑓(𝑥) 的拐点

D. 𝑥 = 0 不是 𝑓(𝑥) 的极值点，(0, 0) 也不是曲线 𝑦 = 𝑓(𝑥) 的拐点

3. 曲线 𝑦 = (𝑥 − 1)2(𝑥 − 3)2 的拐点个数是（ ）

A. 0 B. 1 C. 2 D. 3

二、填空题

4. 函数 𝑦 = 10
4𝑥3−9𝑥2+6𝑥  的单调增加区间是

5. 曲线 𝑦 = 𝑥𝑒−𝑥 的凹区间是
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6. 设点 (1, 3) 为曲线 𝑦 = 𝑎𝑥3 + 𝑏𝑥2 的拐点，则 𝑎、𝑏 分别为 ；

三、计算题

7. 判定函数 𝑓(𝑥) = 𝑥 + cos 𝑥 的单调性

8. 求下列函数的单调区间：

(1)  𝑦 = 2𝑥3 − 6𝑥2 − 18𝑥 − 7；

(2)  𝑦 = 3√(2𝑥 − 𝑎)(𝑎 − 𝑥)2（𝑎 > 0）。
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9. 求下列函数曲线的拐点及凹凸区间：

(1)  𝑦 = 𝑥3 − 5𝑥2 + 3𝑥 + 5；

(2)  𝑦 = ln(𝑥2 + 1)。

10.  试确定曲线 𝑦 = 𝑎𝑥3 + 𝑏𝑥2 + 𝑐𝑥 + 𝑑 中的 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑， 使得 𝑥 = −2 处曲线有水平切

线，(1, −10) 为其拐点，且点 (−2, 44) 在曲线上
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四、证明题

11. 证明下列不等式：

(1)  当 𝑥 > 0 时，1 + 𝑥
2 >

√
1 + 𝑥；

(2)  当 0 < 𝑥 < 𝜋
2  时，sin 𝑥 + tan 𝑥 > 2𝑥。

第五节 函数的极值与最大值最小值

本节无题

第六节 函数图形的描绘

一、选择题

1. 已知函数 𝑓(𝑥) = 𝑥4 + 𝑎𝑥2 + 𝑏𝑥 在点 𝑥 = 1 处有极值 −2，则常数 𝑎、𝑏 的值为（ ）

A. 𝑎 = −2，𝑏 = 1 B. 𝑎 = 1，𝑏 = −1

C. 𝑎 = 0，𝑏 = −3 D. 𝑎 = −1，𝑏 = −2

2. 函数 𝑦 = 𝑓(𝑥) 在点 𝑥0 处连续且取得极大值，则（ ）

A. 𝑓 ′(𝑥0) = 0 B. 𝑓″(𝑥0) < 0

C. 𝑓 ′(𝑥0) = 0 且 𝑓″(𝑥0) < 0 D. 𝑓 ′(𝑥0) = 0 或不存在

53



3. 已知 lim𝑥→𝑎
𝑓(𝑥)−𝑓(𝑎)

𝑥−𝑎 = −1，则在点 𝑥 = 𝑎 处（ ）

A. 函数 𝑓(𝑥) 的导数存在且 𝑓 ′(𝑎) ≠ 0

B. 函数 𝑓(𝑥) 取得极小值

C. 函数 𝑓(𝑥) 取得极大值

D. 函数 𝑓(𝑥) 的导数不存在

4. 曲线 𝑦 = 𝑥2

1+𝑥  的渐近线有（ ）

A. 2 条 B. 3 条 C. 4 条 D. 5 条

二、填空题

5. 已知函数 𝑓(𝑥) = 𝑥2

1+𝑥2 ，其极大值、极小值分别为 ；

6. 已知函数 𝑦 = 𝑥 +
√

1 − 𝑥 在区间 [−5, 1] 上的最大值、最小值分别为 ；

三、计算题

7. 求下列函数的极值：

(1)  𝑦 = 𝑥 − ln(1 + 𝑥)；

(2)  𝑦 = 3 − 2(𝑥 + 1)1
3 。
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8. 问：函数 𝑦 = 𝑥2 − 54
𝑥 （𝑥 < 0）在何处取得最小值？

9. 描绘下列函数的图形（指出单调性、极值、凹凸与渐近线等）：

(1)  𝑦 = 1
5(𝑥4 − 6𝑥2 + 8𝑥 + 7)；

(2)  𝑦 = 𝑥2 + 1
𝑥。

10.  要造一圆柱形油罐，体积为 𝑉 ，问底半径 𝑟 和高 ℎ 各等于多少时表面积最小？ 这时

底直径与高的比是多少？

55



11.  一房产公司有 50 套公寓要出租。当月租金定为 4000 元时公寓可全部租出； 月租

金每增加 200 元，就多一套租不出去；租出的公寓每月平均花费 400 元维修费。 试

问月租金定为多少时可获得最大收入？

第七节 曲率

一、填空题

1. 曲线 𝑦 = 𝑥2 + 𝑒𝑥2
 在点 (0, 1) 处的曲率与曲率半径分别为 ；

2. 抛物线 𝑦 = 𝑥2 − 4𝑥 + 4 在其顶点处的曲率与曲率半径分别为 ；

二、计算题

3. 求椭圆 4𝑥2 + 𝑦2 = 4 在点 (0, 2) 处的曲率
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4. 求曲线 𝑥 = 𝑎 cos3 𝑡，𝑦 = 𝑎 sin3 𝑡 在点 𝑡 = 𝑡0 处的曲率

5.  一飞机沿抛物路径 𝑦 = 𝑥2

10000（𝑦 轴铅直向上，单位：m）做俯冲飞行。 在坐标原点 

𝑂 处飞机速度为 𝑣 = 200 m/s，飞行员体重 𝐺 = 70 kg。 求飞机俯冲至最低点（原点）

时座椅对飞行员的作用力

总习题三

一、选择题

1. 设在区间 [0, 1] 上 𝑓″(𝑥) > 0，则下列判断正确的是（ ）

A. 𝑓 ′(1) > 𝑓 ′(0) > 𝑓(1) − 𝑓(0) B. 𝑓 ′(1) > 𝑓(1) − 𝑓(0) > 𝑓 ′(0)

C. 𝑓(1) − 𝑓(0) > 𝑓 ′(1) > 𝑓 ′(0) D. 𝑓 ′(1) > 𝑓(0) − 𝑓(1) > 𝑓 ′(0)
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2. 设 𝑓 ′(𝑥0) = 𝑓″(𝑥0) = 0，𝑓‴(𝑥0) > 0，则（ ）

A. 𝑓 ′(𝑥0) 是 𝑓 ′(𝑥) 的极大值

B. 𝑓(𝑥0) 是 𝑓(𝑥) 的极大值

C. 𝑓(𝑥0) 是 𝑓(𝑥) 的极小值

D. (𝑥0, 𝑓(𝑥0)) 是曲线 𝑦 = 𝑓(𝑥) 的拐点

二、填空题

3.  函数 𝑦 = ln sin 𝑥 在区间 [𝜋
6 , 5𝜋

6 ] 上满足罗尔中值定理的 𝜉 值是 

4. lim𝑥→0
𝑒𝑥+𝑒−𝑥−2

𝑥2 =

5.  曲线 𝑦 = 𝑥𝑒−𝑥 的拐点是 (2, 2𝑒−2)，凸区间是 (−∞, 2)，凹区间是 

6. 函数 𝑓(𝑥) = 8 ln 𝑥 − 𝑥2 在区间 (0, +∞) 上的最大值是

7. 曲线 𝑓(𝑥) = 𝑒𝑥

𝑥+1  的渐近线为 ；

8. 抛物线 𝑦 = 𝑥2 − 4𝑥 + 3 在其顶点处的曲率为

三、计算题

9. 求下列极限：

(1)  lim𝑥→1
𝑥−𝑥𝑥

1−𝑥+ ln 𝑥；

(2)  lim𝑥→+∞ (( 2
𝜋) arctan 𝑥)𝑥

。

58



10. 求下列函数在指定点处具有指定阶数及余项的泰勒公式：

(1)  𝑓(𝑥) = arctan 𝑥，𝑥0 = 0，𝑛 = 3，佩亚诺余项；

(2)  𝑓(𝑥) = 𝑥3 ln 𝑥，𝑥0 = 1，𝑛 = 4，拉格朗日余项。

11.  设 𝑎 > 1，函数 𝑓(𝑥) = 𝑎𝑥 − 𝑎𝑥 在 (−∞, +∞) 上的驻点为 𝑥(𝑎)。 问：𝑎 为何值时 

𝑥(𝑎) 最小？并求出最小值

12. 曲线弧 𝑦 = sin 𝑥（0 < 𝑥 < 𝜋）上哪一点处的曲率半径最小？求出该点处的曲率半径
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13.  试确定常数 𝑎、𝑏，使得 𝑓(𝑥) = 𝑥 − (𝑎 + 𝑏 cos 𝑥) sin 𝑥 为当 𝑥 → 0 时关于 𝑥 的五阶

无穷小

四、证明题

14.  设 𝑎0 + 𝑎1
2 + 𝑎2

3 + … + 𝑎𝑛
𝑛+1 = 0，证明：多项式 𝑓(𝑥) = 𝑎0 + 𝑎1𝑥 + 𝑎2𝑥2 + … + 𝑎𝑛𝑥𝑛 

在区间 (0, 1) 内至少有一个零点

15. 证明：当 𝑒 < 𝑎 < 𝑏 < 𝑒2 时，ln2 𝑏 − ln2 𝑎 > ( 4
𝑒2 )(𝑏 − 𝑎)

60



第四章 不定积分
第一节 不定积分的概念与性质

一、判断题（如果错误，请加以改正）

1. 有界函数一定存在原函数（ ）

2. 设函数 𝑓(𝑥) 的原函数存在，𝑘 为任意常数，则 ∫ 𝑘𝑓(𝑥) d𝑥 = 𝑘 ∫ 𝑓(𝑥) d𝑥（ ）

3. 设 𝐹 ′(𝑥) = 𝑓(𝑥)，则 [∫ d𝐹(𝑥)]′ = 𝑓(𝑥) + 𝐶（ ）

二、计算题

4. 计算下列不定积分：

(1)  ∫ d𝑥
𝑥2√

𝑥；

(2)  ∫ 𝑥2 3
√

𝑥 d𝑥；

(3)  ∫ 1+ sin 2𝑥
cos 𝑥+ sin 𝑥 d𝑥；

(4)  ∫ 𝑥4

1+𝑥2 d𝑥；

(5)  ∫ cos 2𝑥
cos2 𝑥 sin2 𝑥 d𝑥；

(6)  ∫ 3·2𝑥−2·3𝑥

3𝑥 d𝑥。
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5.  一曲线过点 (𝑒2, 3)，且该曲线在任一点处的切线斜率等于该点横坐标的倒数，求该曲

线的方程

6.  已知函数 𝐹(𝑥) 的导函数为 1√
1−𝑥2 ，且当 𝑥 = 1 时函数值为 3𝜋

2 ，试求此函数

三、证明题

7.  证明：arcsin(2𝑥 − 1)，arccos(1 − 2𝑥) 和 2 arctan √ 𝑥
1−𝑥  都是 1√

𝑥−𝑥2  的原函数
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第二节 换元积分法(1)

一、判断题（如果错误，请加以改正）

1. 因 ∫ cos 𝑥 d𝑥 = sin 𝑥 + 𝐶，故 ∫ cos 2𝑥 d𝑥 = sin 2𝑥 + 𝐶（ ）

2. 若 ∫ 𝑓(𝑥) d𝑥 = 𝐹(𝑥) + 𝐶，则 ∫ 𝑓(𝑢) d𝑥 = 𝐹(𝑢) + 𝐶（ ）

二、填空题

3. 将合适的函数填入下列空格中（空格依次为）：

(1)  □ d𝑥 = d(𝑎𝑥 + 𝑏)；

(2)  d(□) = 𝑥 d𝑥；

(3)  d(□) = ( 1
𝑥) d𝑥；

(4)  d(□) = cos 𝑥 d𝑥；

(5)  d(□) = sin 𝑥 d𝑥；

(6)  d(□) = 𝑒2𝑥 d𝑥；

(7)  d(□) = 1√
𝑥 d𝑥；

(8)  d(□) = 1
𝑥2 d𝑥。
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三、计算题

4. 计算下列不定积分：

(1)  ∫ d𝑥
(3𝑥−2)2 ；

(2)  ∫ 𝑥√
1+𝑥2 d𝑥；

(3)  ∫ 3𝑥3

1−𝑥4 d𝑥；

(4)  ∫ d𝑥
𝑥 ln 𝑥 ln ln 𝑥；

(5)  ∫ cos3 𝑥 d𝑥；

(6)  ∫ d𝑥
𝑒𝑥+𝑒−𝑥 ；

(7)  ∫ 𝑒arctan 𝑥

1+𝑥2 d𝑥。
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5. （附加题）计算下列不定积分：

(1)  ∫ 𝑥
𝑥2+2𝑥+2 d𝑥；

(2)  ∫ cos 𝑥
sin 𝑥+ cos 𝑥 d𝑥。

第二节 换元积分法(2)

一、填空题

1.  如果被积函数中含有 
√

𝑎2 − 𝑥2，可令 𝑥 = 𝑎 sin 𝑡 将根式化去，此时 d𝑥 = 

2.  如果被积函数中含有 
√

𝑎2 + 𝑥2，可令 𝑥 = 𝑎 tan 𝑡（或 𝑥 = 𝑎 sinh 𝑡）将根式化去，此

时 d𝑥 = 

3.  如果被积函数中含有 
√

𝑥2 − 𝑎2，可令 𝑥 = 𝑎 sec 𝑡（或 𝑥 = 𝑎 cosh 𝑡）将根式化去，此

时 d𝑥 = 
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二、计算题

4. 计算下列不定积分：

(1)  ∫ d𝑥
𝑥
√

1+𝑥2 ；

(2)  ∫ sin
√

𝑥 d𝑥；

(3)  ∫ 𝑥2
√

𝑎2−𝑥2 d𝑥；

(4)  ∫ d𝑥
1+

√
2𝑥；

(5)  ∫ d𝑥
√(𝑥2+1)3 ；

(6)  ∫ d𝑥
𝑥+

√
1−𝑥2 ；

(7)  ∫
√

𝑥2−4
𝑥 d𝑥。
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5. （附加题）计算下列不定积分：

(1)  ∫ 𝑥3+1
(𝑥2+1)2 d𝑥；

(2)  ∫ d𝑥
𝑥100+𝑥。

第三节 分部积分法

一、简答题

1. 写出不定积分的分部积分公式及其推导过程（作业讲评时随机点名答辩）
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二、计算题

2. 计算下列不定积分：

(1)  ∫ 𝑥𝑒−𝑥 d𝑥；

(2)  ∫ 𝑥 cos 𝑥
3 d𝑥；

(3)  ∫ 𝑥2 cos 𝑥 d𝑥；

(4)  ∫ 𝑥3 ln2 𝑥 d𝑥；

(5)  ∫ arcsin2 𝑥 d𝑥；

(6)  ∫ cos ln 𝑥 d𝑥；

(7)  ∫ 𝑒
√

3𝑥+9 d𝑥。

3. 设函数 𝑓(𝑥) 的一个原函数是 sin 𝑥
𝑥 ，求 ∫ 𝑥𝑓 ′(𝑥) d𝑥
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4. （附加题）综合所学积分方法，计算下列不定积分：

(1)  ∫ ln(2+
√

𝑥)
𝑥+2

√
𝑥 d𝑥；

(2)  ∫ arctan 𝑒𝑥

𝑒2𝑥 d𝑥。

第四节 有理函数的积分

一、判断题（如果错误，请加以改正）

1. 有理函数也称为有理分式，整式也是有理分式的一种（ ）

2. 有理分式 𝑥3+𝑥2−𝑥−1
2𝑥3+3𝑥2+6𝑥  是真分式（ ）

3.  令 𝑡 = tan 𝑥
2 ，则 ∫ tan 𝑥

sin 𝑥+ cos 𝑥−1 d𝑥 = ∫ 2
(1−𝑡)(1−𝑡2) d𝑡 中系数 𝐴 = 2 的写法正确 （ ）

4.  在计算三角函数有理式的不定积分 ∫ 𝑅(sin 𝑥, cos 𝑥) d𝑥 时， 一般可使用变换 

𝑡 = tan 𝑥
2  （ ）

5. 所有连续函数均存在初等函数的原函数（ ）
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二、计算题

6. 计算下列不定积分：

(1)  ∫ 𝑥3

𝑥+3 d𝑥；

(2)  ∫ 2𝑥+3
𝑥2+3𝑥−10 d𝑥；

(3)  ∫ 𝑥+1
𝑥2+2𝑥+5 d𝑥；

(4)  ∫ d𝑥
𝑥(𝑥2+1)；

(5)  ∫ d𝑥
(𝑥2+1)(𝑥2+𝑥+1)；

(6)  ∫ d𝑥
3+ sin2 𝑥。

7. （附加题）试用两种方法计算不定积分 ∫ d𝑥
sin 2𝑥+2 sin 𝑥
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总习题四

一、选择题

1. 若函数 𝑓(𝑥) 在区间 (𝑎, 𝑏) 内连续，则在 (𝑎, 𝑏) 内 𝑓(𝑥)（ ）

A. 必有导函数 B. 必有原函数

C. 必有界 D. 必有极限

2. 若 𝐹 ′(𝑥) = 𝑓(𝑥)，𝜑′(𝑥) = 𝑓(𝑥)，则 ∫ 𝑓(𝑥) d𝑥 =（ ）

A. 𝐹(𝑥) B. 𝜑(𝑥)

C. 𝜑(𝑥) + 𝐶 D. 𝐹(𝑥) + 𝜑(𝑥) + 𝐶

3. 下列式子中正确的是（ ）

A. d[∫ 𝑓(𝑥) d𝑥] = 𝑓(𝑥) B. d
d𝑥[∫ 𝑓(𝑥) d𝑥] = 𝑓(𝑥) d𝑥

C. ∫ d𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑥) D. ∫ d𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑥) + 𝐶

4. 设函数 𝑓(𝑥) = 𝑒−𝑥，则 ∫ 𝑓(ln 𝑥)
𝑥 d𝑥 =（ ）

A. 1
𝑥 + 𝐶 B. ln 𝑥 + 𝐶

C. − 1
𝑥 + 𝐶 D. − ln 𝑥 + 𝐶

5. ∫ d𝑥
√𝑥(1−𝑥)

=（ ）

A. 1
2 arcsin

√
𝑥 + 𝐶 B. arcsin

√
𝑥 + 𝐶

C. 2 arcsin(2𝑥 − 1) + 𝐶 D. arcsin(2𝑥 − 1) + 𝐶

二、填空题

6. ∫(1 − sin2(𝑥
2 )) d𝑥 =

7. 若 𝑒𝑥 是函数 𝑓(𝑥) 的一个原函数，则 ∫ 𝑥2𝑓(ln 𝑥) d𝑥 =

8. 设 𝐹 ′(𝑥) = 𝑓(𝑥)，则 ∫ 𝑓(𝑎𝑥 + 𝑏) d𝑥 =

9. 设 ∫ 𝑥𝑓(𝑥) d𝑥 = arcsin 𝑥 + 𝐶，则 ∫ d𝑥
𝑓(𝑥) =

10. 若 ∫ 𝑥𝑓(𝑥) d𝑥 = 𝑥 sin 𝑥 − ∫ sin 𝑥 d𝑥，则 𝑓(𝑥) =
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三、计算题

11. 计算下列不定积分：

(1)  ∫ cos
√

𝑥 d𝑥；

(2)  ∫ sin 2𝑥
cos4 𝑥− sin4 𝑥 d𝑥；

(3)  ∫ d𝑥
cos2 𝑥 4√tan 𝑥；

(4)  ∫ 𝑥 ln(1+𝑥2)
1+𝑥2 d𝑥。

12. 设函数 𝑓(sin2 𝑥) = 𝑥
sin 𝑥，求 ∫

√
𝑥√

1−𝑥𝑓(𝑥) d𝑥
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13. 已知函数 𝑓(𝑥) 的一个原函数为 ln2 𝑥，求 ∫ 𝑥𝑓 ′(𝑥) d𝑥
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第五章 定积分
第一节 定积分的概念与性质

一、判断题

1. d
d𝑥 ∫𝑏

𝑎
𝑓(𝑥) d𝑥 = 𝑓(𝑥)（ ）

2. 定积分的定义中，“𝜆 → 0”可以换成“𝑛 → ∞”（ ）

3. 交换定积分的上下限，定积分的值不变（ ）

4.  若 ∫𝑏
𝑎

𝑓(𝑥) d𝑥 = ∫𝑐
𝑎

𝑓(𝑥) d𝑥 + ∫𝑏
𝑐

𝑓(𝑥) d𝑥 成立， 则必有 𝑎 < 𝑐 < 𝑏 （ ）

二、计算题

5.  设 ∫1
−1

3𝑓(𝑥) d𝑥 = 18，∫3
−1

𝑓(𝑥) d𝑥 = 4， ∫3
−1

𝑔(𝑥) d𝑥 = 3，求：

(1)  ∫1
−1

𝑓(𝑥) d𝑥；

(2)  ∫3
1

𝑓(𝑥) d𝑥；

(3)  ∫−1
3

𝑔(𝑥) d𝑥；

(4)  ∫3
−1

(1
5)[4𝑓(𝑥) + 3𝑔(𝑥)] d𝑥。
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6. 利用定积分的几何意义，求下列定积分的值（要求作图）：

(1)  ∫𝑡
0
(2𝑥 + 1) d𝑥；

(2)  ∫2
−1

|𝑥 − 1| d𝑥；

(3)  ∫3
−3

√
9 − 𝑥2 d𝑥。

7. 估计下列定积分的值：

(1)  ∫5𝜋
4

𝜋
4

(1 + sin2 𝑥) d𝑥；

(2)  ∫0
2

𝑒𝑥2−𝑥 d𝑥。
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8. （附加题）利用定积分的定义计算 ∫1
0

𝑒𝑥 d𝑥

三、证明题

9.  （附加题）已知当 𝑎 > 0 时，𝑎𝑥2 + 𝑏𝑥 + 𝑐 ≥ 0 恒成立 ⇔ 𝑏2 − 4𝑎𝑐 ≤ 0。 试用此结论

证明：若 𝑓  在 [0, 1] 上连续，则 ∫1
0

𝑓2(𝑥) d𝑥 ≥ (∫1
0

𝑓(𝑥) d𝑥)
2
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第二节 微积分基本公式

一、计算题

1. 计算下列导数：

(1)  d
d𝑥 ∫𝑥2

0

√
1 + 𝑡2 d𝑡；

(2)  d
d𝑥 ∫𝑥3

𝑥2
d𝑡√
1+𝑡4 ；

(3)  d
d𝑥 ∫cos 𝑥

sin 𝑥
cos(𝜋𝑡2) d𝑡。

2. 求下列极限：

(1)  lim𝑥→0
∫𝑥

0
cos 𝑡2 d𝑡

𝑥 ；

(2)  lim𝑥→0
(∫𝑥

0
𝑒𝑡2 d𝑡)

2

∫𝑥
0

𝑡𝑒2𝑡2 d𝑡
；

(3)  lim𝑥→+∞
∫𝑥

0
arctan2 𝑡 d𝑡
√

𝑥2+1
。
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3. 计算下列定积分：

(1)  ∫
√

3𝑎
0

d𝑥
𝑎2+𝑥2 ；

(2)  ∫0
−1

3𝑥4+3𝑥2+1
𝑥2+1 d𝑥；

(3)  ∫2𝜋
0

| sin 𝑥| d𝑥；

(4)  ∫2
0

𝑓(𝑥) d𝑥，其中 𝑓(𝑥) = {𝑥+1
(1

2)𝑥2
𝑥≤1
𝑥>1；

(5)  ∫2
0

max{𝑥2, 𝑥3} d𝑥。
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4.  设函数 𝑦 = 𝑓(𝑥) 具有三阶连续导数，其部分图形如图所示， 试确定下列定积分的符

号：

𝑥

𝑦

𝑂−3 2

𝑦 = 𝑓(𝑥)

图 5-1

(1)  ∫2
−3

𝑓(𝑥) d𝑥；

(2)  ∫2
−3

𝑓 ′(𝑥) d𝑥；

(3)  ∫2
−3

𝑓″(𝑥) d𝑥；

(4)  ∫2
−3

𝑓‴(𝑥) d𝑥。

第三节 定积分的换元积分法和分部积分法

一、判断题

1.  ∫2
1

d𝑥
(11+5𝑥)3 =𝑢=11+5𝑥 (1

5) ∫2
1

d𝑢
𝑢3 = (1

5)(−1
2𝑢−2|21) = 3

40  （ ）

2.  ∫
𝜋
2

−𝜋
2

𝑥2
√

1 − cos2 𝑥 d𝑥 = ∫
𝜋
2

−𝜋
2

𝑥2 sin 𝑥 d𝑥， 又因 𝑥2 sin 𝑥 为奇函数，故该积分等于 

0 （ ）
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二、计算题

3. 计算下列定积分：

(1)  ∫
√

2
−

√
2

√
2 − 𝑥2 d𝑥；

(2)  ∫
𝜋
2

−𝜋
2

cos 𝑥 cos 2𝑥 d𝑥；

(3)  ∫
√

3
1

d𝑥
𝑥2

√
1+𝑥2 ；

(4)  ∫4
1

d𝑥
1+

√
𝑥；

(5)  ∫𝑒2

1
d𝑥

𝑥
√

1+ ln 𝑥；

(6)  ∫
𝜋
3

𝜋
4

𝑥
sin2 𝑥 d𝑥；

(7)  ∫1
0

𝑥 arctan 𝑥 d𝑥；

(8)  ∫4
1

ln 𝑥√
𝑥 d𝑥。

4.  设函数 𝑓(𝑥) = 𝑥 − ∫𝜋
0

𝑓(𝑥) cos 𝑥 d𝑥，求 𝑓(𝑥)
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5.  （附加题）设 𝑓(𝑥) = ∫𝑥2

1
sin 𝑡

𝑡 d𝑡， 求 ∫1
0

𝑥𝑓(𝑥) d𝑥

第四节 反常积分

一、判断题

1. 已知 sin 𝑥 是奇函数，则 ∫+∞
−∞

sin 𝑥 d𝑥 = 0（ ）

2.  ∫+∞
−∞

sin 𝑥 d𝑥 = lim𝑏→+∞ ∫𝑏
−𝑏

sin 𝑥 d𝑥 = lim𝑏→+∞(− cos 𝑏 + cos 𝑏) = 0 （ ）

3.  ∫3
−2

d𝑥
𝑥 = ln|𝑥| |3−2 = ln 3 − ln 2 （ ）
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二、计算题

4. 判定下列反常积分的敛散性；若收敛，求其值：

(1)  ∫+∞
1

d𝑥
𝑥4 ；

(2)  ∫+∞
−∞

d𝑥
𝑥2+2𝑥+2；

(3)  ∫+∞
2
𝜋

1
𝑥2 sin 1

𝑥 d𝑥；

(4)  ∫1
0

𝑥√
1−𝑥2 d𝑥；

(5)  ∫𝑒
1

d𝑥
𝑥
√

1− ln2 𝑥
。

5.  当 𝑘 为何值时，反常积分 ∫+∞
2

d𝑥
𝑥 ln𝑘 𝑥  收敛？ 当 𝑘 为何值时发散？又当 𝑘 为何值时该

反常积分取得最小值？
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三、证明题

6.  （附加题）证明：若 𝑓  在 (−∞, +∞) 上连续，且 ∫+∞
−∞

𝑓(𝑥) d𝑥 收敛，则对任意 𝑥 ∈ ℝ， 

d
d𝑥 ∫𝑥

−∞
𝑓(𝑡) d𝑡 = 𝑓(𝑥)， d

d𝑥 ∫+∞
𝑥

𝑓(𝑡) d𝑡 = −𝑓(𝑥)

总习题五

一、选择题

1.  设 𝐼 = ∫𝑏
𝑎

𝑓(𝑥) d𝑥，根据定积分的几何意义可知 （ ）

A. 𝐼  是由曲线 𝑦 = 𝑓(𝑥) 及直线 𝑥 = 𝑎、𝑥 = 𝑏 与 𝑥 轴所围成图形的面积，所以 𝐼 > 0

B. 若 𝐼 = 0，则上述图形面积为零，从而图形的“高” 𝑓(𝑥) = 0

C. 𝐼  是曲线 𝑦 = 𝑓(𝑥) 及直线 𝑥 = 𝑎、𝑥 = 𝑏 与 𝑥 轴之间各部分面积的代数和

D. 𝐼  是由曲线 𝑦 = |𝑓(𝑥)| 及直线 𝑥 = 𝑎、𝑥 = 𝑏 与 𝑥 轴所围成图形的面积

2. 函数 𝑓(𝑥) 在区间 [𝑎, 𝑏] 上连续是 𝑓(𝑥) 在 [𝑎, 𝑏] 上可积的（ ）

A. 必要条件 B. 充分条件

C. 充要条件 D. 无关条件

3.  若 𝑓(𝑥) = {𝑥
𝑒𝑥

𝑥≥0
𝑥<0，则 ∫2

−1
𝑓(𝑥) d𝑥 = （ ）

A. 3 − 𝑒−1 B. 3 + 𝑒−1 C. 3 − 𝑒 D. 3 + 𝑒

4.  设 𝑓  连续，𝑥 > 0，且 ∫𝑥2

1
𝑓(𝑡) d𝑡 = 𝑥2(𝑥 − 1)， 则 𝑓(2) = （ ）

A. 3
√

2
2 − 1 B. 2

√
2 − 12

C. 12 − 2
√

2 D. 1 − 3
√

2
2
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5.  若 𝑓(𝑥) = {
∫𝑥
0 (𝑒𝑡2−1) d𝑡

𝑥2

𝑎
𝑥≠0
𝑥=0

 且 𝑓  在 𝑥 = 0 处连续，则必有 （ ）

A. 𝑎 = 1 B. 𝑎 = 2 C. 𝑎 = 0 D. 𝑎 = −1

二、填空题

6. d
d𝑥 ∫𝑏

𝑎
arctan 𝑥 d𝑥 =

7. ∫
𝜋
2

−𝜋
2

√
1 − cos2 𝑥 d𝑥 =

8.  由区间 [𝑎, 𝑏] 上连续曲线 𝑦 = 𝑓(𝑥)、直线 𝑥 = 𝑎、𝑥 = 𝑏（𝑎 < 𝑏） 和 𝑥 轴所围成图形

的面积为 𝑆 = 

9. ∫0
−1

|3𝑥 + 1| d𝑥 =

10. 已知 𝑥𝑒𝑥 为 𝑓(𝑥) 的一个原函数，则 ∫1
0

𝑥𝑓 ′(𝑥) d𝑥 =

三、计算题

11. 计算下列定积分：

(1)  ∫𝑒
1

ln 𝑥
𝑥 d𝑥；

(2)  lim𝑥→0
∫𝑥

0
2𝑡 cos 𝑡 d𝑡

1− cos 𝑥 ；

(3)  ∫1
−1

𝑥√
5−4𝑥 d𝑥；

(4)  ∫2
1

𝑥 log2 𝑥 d𝑥；

(5)  ∫𝑒
1

sin ln 𝑥 d𝑥。
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四、证明题

12.  设 𝑓″(𝑥) 在 [𝑎, 𝑏] 上连续，证明： ∫𝑏
𝑎

𝑥𝑓″(𝑥) d𝑥 = [𝑏𝑓 ′(𝑏) − 𝑓(𝑏)] − [𝑎𝑓 ′(𝑎) − 𝑓(𝑎)]
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第六章 定积分的应用
第一节 定积分的元素法

本节无题

第二节 定积分在几何学上的应用

一、填空题

1. 能用定积分表示的量具有如下特征：

(1)  可以把整体划分为数量众多、彼此同类且足够小的微元；

(2)  每个微元的量能够写成某个自变量的函数与对应微小量（如 d𝑥、d𝑦 等）的乘积；

(3)  当分割无限细时，所有微元量的求和极限存在，并等于所求的总量。

2.  若要求由曲线 𝑦 = 𝑥3 和 𝑦 = 𝑥2 + 2𝑥 所围成图形的面积， 则其面积元素与面积表达

式分别为 ；

3.  若要求底面半径为 𝑅、高为 𝐻  的圆锥的体积， 以底面圆心为原点、高为 𝑥 轴，则其

体积元素与体积表达式分别为 ；

二、计算题

4. 求由曲线 𝑦 = 1
𝑥  和直线 𝑦 = 𝑥 及 𝑥 = 2 所围成图形的面积
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5. 求由曲线 𝑦 = 𝑒𝑥 及 𝑦 = 𝑒−𝑥 与直线 𝑥 = 1 所围成图形的面积

6. 求由抛物线 𝑦2 = 2𝑝𝑥 及其在点 (𝑝
2 , 𝑝) 处的法线所围成图形的面积

7.  求由摆线 𝑥 = 𝑎(𝑡 − sin 𝑡)，𝑦 = 𝑎(1 − cos 𝑡)（0 ≤ 𝑡 ≤ 𝜋） 的一拱与 𝑥 轴所围成图形

的面积
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8.  由曲线 𝑦 = 𝑥3 与直线 𝑥 = 2 及 𝑦 = 0 所围成的图形分别绕 𝑥 轴及 𝑦 轴旋转一周， 计

算所得两个旋转体的体积

9. 由曲线 𝑦 = 𝑥2 及 𝑦2 = 𝑥 所围成的图形绕 𝑦 轴旋转一周，计算所得旋转体的体积

10. 计算曲线 𝑦 = ln 𝑥 上相应于 
√

3 ≤ 𝑥 ≤
√

8 的一段弧的长度
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11.  （附加题）由圆 𝑥2 + (𝑦 − 1)2 = 1 所围成的图形分别绕 𝑥 轴和 𝑦 轴旋转一周， 计算

所得旋转体的体积

第三节 定积分在物理学上的应用

一、填空题

1.  设 𝑥 轴上有一长度为 𝑙、线密度为常数 𝜇 的细棒， 在与细棒右端的距离为 𝑎 处有一

质量为 𝑚 的质点 𝑀（见图 6-1）。 已知万有引力常数为 𝐺，则质点 𝑀  与细棒之间的

引力大小为 

𝑥
O M

𝑙 𝑎

图 6-1
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二、简答题

2.  试根据胡克定律，计算弹簧由原长拉伸 6 cm 所需要做的功 （已知弹簧的劲度系数

以 N/m 为单位时数值为 𝑘）

3.  一物体按规律 𝑥 = 𝑐𝑡3 做直线运动，介质的阻力与速度的平方成正比， 计算该物体

由 𝑥 = 0 移至 𝑥 = 𝑎 时，克服介质阻力所做的功
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4.  有一圆锥形贮水池（上大下小），深 15 m，口径 20 m，盛满水， 现用泵将水吸尽，

需做多少功？

5.  有一等腰梯形闸门，它的两条底边分别长 10 m 和 6 m，高为 20 m， 较长的底边与

水面相齐。计算闸门的一侧所受的水压力

6.  一底为 8 cm、高为 6 cm 的等腰三角形铅直地浸没在水中，顶在上， 底在下且与水

面平行，而顶离水面 3 cm，试求它每面所受的水压力
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7.  （附加题）半径为 𝑟 的球沉入水中，球的上部与水面相切，球的密度 𝜌 与水相同， 现

将球从水中取出，需做多少功？

总习题六

一、选择题

1. 由曲线 𝑦 = 𝑒𝑥 和直线 𝑥 = 0 及 𝑦 = 2 所围成的曲边梯形的面积为（ ）

A. ∫2
1

ln 𝑦 d𝑦 B. ∫𝑒2

0
𝑒𝑥 d𝑦

C. ∫ln 2
1

ln 𝑦 d𝑦 D. ∫2
1
(2 − 𝑒𝑥) d𝑥

2. 如图 6-2 所示，阴影部分面积为（ ）

𝑥

𝑦

𝑂 𝑎 𝑐 𝑏

𝑦 = 𝑓(𝑥)

𝑦 = 𝑔(𝑥)

图 6-2

A. ∫𝑏
𝑎
[𝑓(𝑥) − 𝑔(𝑥)] d𝑥

B. ∫𝑐
𝑎
[𝑔(𝑥) − 𝑓(𝑥)] d𝑥 + ∫𝑏

𝑐
[𝑓(𝑥) − 𝑔(𝑥)] d𝑥

C. ∫𝑏
𝑎
[𝑓(𝑥) + 𝑔(𝑥)] d𝑥

D. ∫𝑐
𝑎
[𝑓(𝑥) − 𝑔(𝑥)] d𝑥 + ∫𝑏

𝑐
[𝑔(𝑥) − 𝑓(𝑥)] d𝑥
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二、填空题

3. 由抛物线 𝑦 = 𝑥2 + 2𝑥、直线 𝑥 = 1 和 𝑥 轴所围成图形的面积为

4. 曲线 𝑦 =
√

𝑥 − 1
3

√
𝑥3 相应于区间 [1, 3] 上的一段弧的长度为

5.  由曲线 𝑦 = sin 𝑥 和它在 𝑥 = 𝜋
2  处的切线以及直线 𝑥 = 𝜋 所围成图形绕 𝑥 轴旋转一周

所得旋转体的体积为 

6.  水下有一个宽 2 m、高 3 m 的矩形闸门铅直地浸没在水中， 水面超过门顶 2 m，则

闸门上所受的水压力为 

7.  连续函数 𝑦 = 𝑓(𝑥, 𝑚) 对于任意常数 𝑚 恒大于零， 则由曲线 𝑦 = 𝑓(𝑥, 𝑚) 及直线 

𝑥 = 𝑎、𝑥 = 𝑏、𝑦 = 0 所围成图形的面积为 

三、计算题

8. 求 𝐶 的值（0 < 𝐶 ≤ 1），使得由两曲线 𝑦 = 𝑥2 与 𝑦 = 𝐶𝑥3 所围成图形的面积为 2
3
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9.  求 𝑎 的值，使得由曲线 𝑦 = 𝑎(1 − 𝑥2)（𝑎 > 0）与它在点 (−1, 0) 和 (1, 0) 处的法线 

所围成图形的面积最小

10.  有一立体以由抛物线 𝑦2 = 2𝑥 与直线 𝑥 = 2 所围成的图形为底， 而垂直于抛物线轴

的截面都是等边三角形，求其体积
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第七章 微分方程
第一节 微分方程的基本概念

本节无题

第二节 可分离变量的微分方程

一、选择题

1.  关于微分方程 𝑦″ + 2𝑦′ + 𝑦 = 𝑒𝑥 的下列结论： ① 该方程是齐次微分方程，② 该方

程是线性微分方程， ③ 该方程是常系数微分方程，④ 该方程为二阶微分方程，其中

正确的是 （ ）

A. ①②③ B. ①②④ C. ①③④ D. ②③④

2. 下列方程中是一阶微分方程的是（ ）

A. (𝑦 − 𝑥𝑦′)2 = 𝑥2𝑦″

B. (𝑦″)2 + 5(𝑦′)4 − 𝑦5 + 𝑥7 = 0

C. (𝑥2 − 𝑦2) d𝑥 + (𝑥2 + 𝑦2) d𝑦 = 0

D. 𝑥𝑦″ + 𝑦′ + 𝑦 = 0

二、填空题

3. 𝑥𝑦″ + 2𝑥2(𝑦′)2 + 𝑥3𝑦 = 𝑥4 + 1 是几阶微分方程？阶数为

4. 微分方程 𝑦′ = 2𝑦
𝑥  的通解为
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三、计算题

5.  确定函数 𝑦 = (𝐶1 + 𝐶2𝑥)𝑒2𝑥 中所含的参数， 使得该函数满足初值条件 𝑦|𝑥=0 = 0，

𝑦′|𝑥=0 = 1

6. 写出在点 (𝑥, 𝑦) 处的切线的斜率等于该点横坐标平方的曲线所满足的微分方程
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7. 求下列微分方程的通解：

(1)  𝑥𝑦′ − 𝑦 ln 𝑦 = 0；

(2)  (𝑒𝑥+𝑦 − 𝑒𝑥) d𝑥 + (𝑒𝑥+𝑦 + 𝑒𝑦) d𝑦 = 0。

8. 求下列微分方程满足所给初值条件的特解：

(1)  cos 𝑥 sin 𝑦 d𝑦 = cos 𝑦 sin 𝑥 d𝑥，𝑦|𝑥=0 = 𝜋
4 ；

(2)  𝑦′ sin 𝑥 = 𝑦 ln 𝑦，𝑦|𝑥=𝜋
2

= 𝑒。

97



9.  一曲线通过点 (2, 3)，且它在两坐标轴间的任一切线均被切点所平分，求该曲线方程

四、简答题

10.  一个半球体形状的雪堆，其体积融化率与半球体面积 𝐴 成正比，比例系数 𝑘 > 0。 

假设在融化过程中雪堆始终保持半球体形状，已知半径为 𝑟0 的雪堆在开始融化的 3 

h 内， 融化了其体积的 7
8，问：雪堆全部融化需要多少时间？
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五、证明题

11. 验证：𝑥2 − 𝑥𝑦 + 𝑦2 = 𝐶 所确定的函数为微分方程 (𝑥 − 2𝑦)𝑦′ = 2𝑥 − 𝑦 的解

第三节 齐次方程

一、选择题

1. 微分方程 d𝑦
d𝑥 = 𝑦

𝑥 + tan 𝑦
𝑥  的通解为（ ）

A. sin 𝑦
𝑥 = 𝐶𝑥 B. sin 𝑦

𝑥 = 1
𝐶𝑥

C. sin 𝑥
𝑦 = 𝐶𝑥 D. sin 𝑥

𝑦 = 1
𝐶𝑥

二、计算题

2. 求下列齐次方程的通解：

(1)  𝑥d𝑦
d𝑥 = 𝑦 ln 𝑦

𝑥；

(2)  (𝑥3 + 𝑦3) d𝑥 − 3𝑥𝑦2 d𝑦 = 0。
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3. 求下列齐次方程满足所给初值条件的特解：

(1)  (𝑦2 − 3𝑥2) d𝑦 + 2𝑥𝑦 d𝑥 = 0，𝑦|𝑥=0 = 1；

(2)  (𝑥2 + 2𝑥𝑦 − 𝑦2) d𝑥 + (𝑦2 + 2𝑥𝑦 − 𝑥2) d𝑦 = 0，𝑦|𝑥=1 = 1。

第四节 一阶线性微分方程

一、判断题

1. 𝑦′ = sin 𝑦 是一阶线性微分方程（ ）

2. 𝑦′ = 𝑥3𝑦3 + 𝑥𝑦 不是一阶线性微分方程（ ）

二、选择题

3. 以下是一阶线性微分方程的是（ ）

A. 𝑦′ = sec 𝑦 B. 𝑦𝑦′ = 1

C. 𝑥2𝑦″ + 3𝑥𝑦′ + 𝑦 = 0 D. d𝑦
d𝑥 = −𝑥2+𝑥3+𝑦

1+𝑥
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三、计算题

4. 求下列微分方程的通解：

(1)  𝑥𝑦′ + 𝑦 = 𝑥2 + 3𝑥 + 2；

(2)  (𝑦2 − 6𝑥)d𝑦
d𝑥 + 2𝑦 = 0。

5. 求下列微分方程满足所给初值条件的特解：

(1)  d𝑦
d𝑥 + 𝑦

𝑥 = sin 𝑥
𝑥，𝑦|𝑥=𝜋 = 1；

(2)  d𝑦
d𝑥 + 3𝑦 = 8，𝑦|𝑥=0 = 2。
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6. 求一曲线方程，该曲线通过坐标原点，且它在点 (𝑥, 𝑦) 处的切线的斜率等于 2𝑥 + 𝑦

7. 用适当的变量代换将下列微分方程化为可分离变量的微分方程，然后求其通解：

(1)  𝑥𝑦′ + 𝑦 = 𝑦(ln 𝑥 + ln 𝑦)；

(2)  𝑦(𝑥𝑦 + 1) d𝑥 + 𝑥(1 + 𝑥𝑦 + 𝑥2𝑦2) d𝑦 = 0。

第五节 可降阶的高阶微分方程

一、填空题

1. 微分方程 𝑦″ = sin 2𝑥 − cos 𝑥 的通解是

2. 微分方程 𝑦″ = 𝑒2𝑥 的通解是
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二、计算题

3. 求下列微分方程的通解：

(1)  𝑦″ = 1
1+𝑥2 ；

(2)  𝑦𝑦″ + 2(𝑦′)2 = 0。

4. 求下列微分方程满足所给初值条件的特解：

(1)  𝑦″ = 𝑒2𝑦，𝑦|𝑥=0 = 𝑦′|𝑥=0 = 0；

(2)  𝑦″ + (𝑦′)2 = 1，𝑦|𝑥=0 = 0，𝑦′|𝑥=0 = 0。
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三、简答题

5.  设有一质量为 𝑚 的物体在空中由静止开始下落。如果空气阻力 𝑅 = 𝑐𝑣 （𝑐 为常数，

𝑣 为物体运动的速度），试求物体下落的距离 𝑠 与时间 𝑡 的函数关系

第六节 高阶线性微分方程

本节无题

第七节 常系数齐次线性微分方程

一、选择题

1.  设 线 性 无 关 的 函 数  𝑦1, 𝑦2, 𝑦3 都 是 二 阶 非 齐 次 线 性 微 分 方 程  

𝑦″ + 𝑃(𝑥)𝑦′ + 𝑄(𝑥)𝑦 = 𝑓(𝑥) 的解，𝐶1, 𝐶2, 𝐶3 是任意常数， 则该微分方程的通解是 

（ ）

A. 𝐶1𝑦1 + 𝐶2𝑦2 + 𝐶3𝑦3

B. 𝐶1𝑦1 + 𝐶2𝑦2 − (𝐶1 + 𝐶2)𝑦3

C. (1 + 𝐶1 + 𝐶2)𝑦1 + 𝐶1𝑦2 + 𝐶2𝑦3

D. (1 + 𝐶1 + 𝐶2)𝑦1 − 𝐶1𝑦2 − 𝐶2𝑦3

二、填空题

2.  设 𝑦1 = cos 𝑥 与 𝑦2 = sin 𝑥 是微分方程 𝑦″ + 𝑦 = 0 的两个解， 则该微分方程的通解

为 

3. 微分方程 𝑦″ − 2𝑦′ + 𝑦 = 0 的通解为
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4.  已知 𝑦 = 𝑒𝑥 与 𝑦 = 𝑒2𝑥 是某二阶常系数齐次线性微分方程的两个解， 则该微分方程

为 

三、计算题

5. 求下列微分方程的通解：

(1)  𝑦″ + 𝑦′ − 2𝑦 = 0；

(2)  𝑦″ − 4𝑦′ + 5𝑦 = 0。

6. 求下列微分方程满足所给初值条件的特解：

(1)  𝑦″ − 3𝑦′ − 4𝑦 = 0，𝑦|𝑥=0 = 0，𝑦′|𝑥=0 = −5；

(2)  𝑦″ − 4𝑦′ + 13𝑦 = 0，𝑦|𝑥=0 = 0，𝑦′|𝑥=0 = 3。

105



四、简答题

7.  设圆柱形浮筒的底面直径为 0.5 m，将它铅直地放在水中， 当稍向下压后突然放开，

浮筒在水中上下振动的周期为 2 s，求浮筒的质量

五、证明题

8.  验证：𝑦 = 𝐶1𝑥2 + 𝐶2𝑥2 ln 𝑥（𝐶1, 𝐶2 是任意常数） 是微分方程 𝑥2𝑦″ − 3𝑥𝑦′ + 4𝑦 = 0 

的通解
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9.  验 证 ： 𝑦 = 1
𝑥(𝐶1𝑒𝑥 + 𝐶2𝑒−𝑥) + 𝑒𝑥

2 （ 𝐶1, 𝐶2 是 任 意 常 数 ）  是 微 分 方 程  

𝑥𝑦″ + 2𝑦′ − 𝑥𝑦 = 𝑒𝑥 的通解

第八节 常系数非齐次线性微分方程

一、选择题

1. 微分方程 𝑦″ − 𝑦 = 3𝑒𝑥 + 2 的一个特解具有形式（𝑎, 𝑏 为常数）（ ）

A. 𝑦∗ = 𝑎𝑒𝑥 + 𝑏 B. 𝑦∗ = 𝑎𝑒𝑥 + 𝑏𝑥

C. 𝑦∗ = 𝑎𝑥𝑒𝑥 + 𝑏 D. 𝑦∗ = 𝑎𝑥𝑒𝑥 + 𝑏𝑥

2. 微分方程 𝑦″ + 𝑦 = sin 𝑥 的一个特解具有形式（ ）

A. 𝑦∗ = 𝑎 sin 𝑥 B. 𝑦∗ = 𝑎 cos 𝑥

C. 𝑦∗ = 𝑥(𝑎 sin 𝑥 + 𝑏 cos 𝑥) D. 𝑦∗ = 𝑎 cos 𝑥 + 𝑏 sin 𝑥
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二、计算题

3. 求下列微分方程的通解：

(1)  2𝑦″ + 5𝑦′ = 5𝑥2 − 2𝑥 − 1；

(2)  𝑦″ − 6𝑦′ + 9𝑦 = (𝑥 + 1)𝑒3𝑥。

4. 求下列微分方程满足所给初值条件的特解：

(1)  𝑦″ − 3𝑦′ + 2𝑦 = 5，𝑦|𝑥=0 = 1，𝑦′|𝑥=0 = 2；

(2)  𝑦″ − 10𝑦′ + 9𝑦 = 𝑒2𝑥，𝑦|𝑥=0 = 6
7，𝑦′|𝑥=0 = 33

7 。
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三、简答题

5. 大炮以仰角 𝛼、初速度 𝑣0 发射炮弹，若不计空气阻力，求弹道曲线

总习题七

一、选择题

1.  设非齐次线性微分方程 𝑦′ + 𝑃(𝑥)𝑦 = 𝑄(𝑥) 有两个不同的解 𝑦1(𝑥) 与 𝑦2(𝑥)， 𝐶 为任

意常数，则该微分方程的通解是 （ ）

A. 𝐶[𝑦1(𝑥) − 𝑦2(𝑥)] B. 𝑦1(𝑥) + 𝐶[𝑦1(𝑥) − 𝑦2(𝑥)]

C. 𝐶[𝑦1(𝑥) + 𝑦2(𝑥)] D. 𝑦1(𝑥) + 𝐶[𝑦1(𝑥) + 𝑦2(𝑥)]

2.  具有特解 𝑦1 = 𝑒−𝑥，𝑦2 = 2𝑥𝑒−𝑥，𝑦3 = 3𝑒𝑥 的三阶常系数齐次线性微分方程是 （ ）

A. 𝑦‴ − 𝑦″ − 𝑦′ + 𝑦 = 0 B. 𝑦‴ + 𝑦″ − 𝑦′ − 𝑦 = 0

C. 𝑦‴ − 6𝑦″ + 11𝑦′ − 6𝑦 = 0 D. 𝑦‴ − 2𝑦″ − 𝑦′ + 2𝑦 = 0

二、填空题

3.  已知 𝑦 = 1，𝑦 = 𝑥，𝑦 = 𝑥2 是某二阶非齐次线性微分方程的三个解， 则该微分方程

的通解为 

109



三、计算题

4. 求下列微分方程的通解：

(1)  𝑥𝑦′ ln 𝑥 + 𝑦 = 𝑎𝑥(ln 𝑥 + 1)；

(2)  𝑦‴ + 𝑦″ − 2𝑦′ = 𝑥(𝑒𝑥 + 4)。

5. 求下列微分方程满足所给初值条件的特解：

(1)  𝑦3 d𝑥 + 2(𝑥2 − 𝑥𝑦2) d𝑦 = 0，𝑦|𝑥=1 = 1；

(2)  𝑦″ + 𝑦′ − 2𝑦 = 𝑒𝑥，𝑦|𝑥=0 = 1，𝑦′|𝑥=0 = 2。
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6.  已知某曲线通过点 (1, 1)，且该曲线上任意一点处的切线在纵轴上的截距 等于切点的

横坐标，求该曲线方程
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第八章 向量代数与空间解析几何
第一节 向量及其线性运算

一、判断题

1.  若 𝒂 + 𝒃 = 𝒂 + 𝒄，则 𝒃 = 𝒄 （ ）

2.  若向量 𝒂 = (𝑎𝑥, 𝑎𝑦, 𝑎𝑧)，则平行于向量 𝒂 的单位向量为 (𝑎𝑥
|𝒂| ,

𝑎𝑦
|𝒂| ,

𝑎𝑧
|𝒂|) （ ）

二、选择题

3.  点 (4, −3, 5) 到 𝑦 轴的距离为 （ ）

A. √42 + (−3)2 + 52 B. √(−3)2 + 52

C. √42 + (−3)2 D.
√

42 + 52

4.  设有非零向量 𝒂, 𝒃，若 𝒂 ⟂ 𝒃，则必有 （ ）

A. |𝒂 + 𝒃| = |𝒂| + |𝒃| B. |𝒂 + 𝒃| = |𝒂 − 𝒃|

C. |𝒂 + 𝒃| < |𝒂 − 𝒃| D. |𝒂 + 𝒃| > |𝒂 − 𝒃|

三、填空题

5.  点 (2, 1, −3) 关于坐标原点对称的点是 

6.  设 |𝒂| = 4，向量 𝒂 与轴 𝑙 的夹角为 𝜋
6 ，则 Prj𝑙 𝒂 = 

7.  设向量 𝒂 与坐标轴正向的夹角分别为 𝛼, 𝛽, 𝛾，且 𝛼 = 60°, 𝛽 = 120°，则 𝛾 =  

或 

8.  已知两点 𝑀1(0, 1, 2) 和 𝑀2(1, −1, 0)，试用坐标式表示向量 𝑀1𝑀2
 和 −2𝑀1𝑀2

，并

求 𝑀1𝑀2
 的模、方向余弦和方向角 

9.  求平行于向量 𝒂 = (6, 7, −6) 的单位向量 

10.  设 向 量  𝒎 = 3𝒊 + 5𝒋 + 3𝒌, 𝒏 = 2𝒊 + 𝒋 − 4𝒌, 𝒑 = 5𝒊 + 𝒋 − 4𝒌，  求 向 量  

𝒂 = 4𝒎 + 3𝒏 − 𝒑 在 𝑥 轴上的投影及在 𝑦 轴上的分向量 

11.  一向量的终点为点 𝐵(2, −1, 7)，它在 𝑥 轴、𝑦 轴和 𝑧 轴上的投影分别为 4, −4, 7，求

此向量的起点 𝐴 的坐标 
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五、证明题

12.  如果平面上一个四边形的对角线互相平分，试用向量证明它是平行四边形

第二节 数量积 向量积 混合积

一、判断题

1.  若 𝒂 × 𝒃 = 𝒂 × 𝒄 且 𝒂 ≠ 0，则 𝒃 = 𝒄 （ ）

2.  若向量 𝒂, 𝒃, 𝒄 满足 𝒂 = 𝒃 × 𝒄, 𝒃 = 𝒄 × 𝒂，则 𝒂, 𝒃, 𝒄 两两垂直 （ ）

二、选择题

3.  设 𝒂 与 𝒃 为非零向量，则 𝒂 ⋅ 𝒃 = 0 是 （ ）

A. 𝒂 ‖ 𝒃 的充要条件 B. 𝒂 ⟂ 𝒃 的充要条件

C. 𝒂 = 𝒃 的充要条件 D. 𝒂 ‖ 𝒃 的必要但不充分条件

4.  设向量 𝒂 = 2𝒊 − 𝒋 + 𝒌, 𝒃 = 𝒊 + 2𝒋 − 𝒌，则 (𝒂 + 𝒃) × (𝒂 − 𝒃) = （ ）

A. −𝒊 + 3𝒋 + 5𝒌 B. −2𝒊 + 6𝒋 + 10𝒌

C. 2𝒊 − 6𝒋 − 10𝒌 D. 3𝒊 + 4𝒋 + 5𝒌

5.  下列结论中正确的是 （ ）

A. |𝒂| 𝒂 = 𝒂2

B. 若 𝒂 ⋅ 𝒃 = 0，则必有 𝒂 = 0 或 𝒃 = 0

C. 𝒂 ⋅ (𝒃 − 𝒄) = 𝒂 ⋅ 𝒃 − 𝒂 ⋅ 𝒄

D. 若 𝒂 ≠ 0 且 𝒂 ⋅ 𝒃 = 𝒂 ⋅ 𝒄，则 𝒃 = 𝒄
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三、填空题

6.  设 ∠(𝒂, 𝒃) = 𝜋
3 , |𝒂| = 5, |𝒃| = 8，则 |𝒂 − 𝒃| = 

7.  设向量 𝒂 = (4, −3, 4), 𝒃 = (2, 2, 1)，则 Prj𝒃 𝒂 = 

8.  已知 |𝒂| = 3, |𝒃| = 26, |𝒂 × 𝒃| = 72，则 𝒂 ⋅ 𝒃 = 

四、计算题

9.  设向量 𝒂 = 3𝒊 − 𝒋 − 2𝒌, 𝒃 = 𝒊 + 2𝒋 − 𝒌，求：

(1) 𝒂 ⋅ 𝒃 及 𝒂 × 𝒃； (2) (−2𝒂) ⋅ 3𝒃 及 𝒂 × 2𝒃； (3) 𝒂, 𝒃 的夹角的余弦

10.  已知三点 𝑀1(1, −1, 2), 𝑀2(3, 3, 1) 和 𝑀3(3, 1, 3)，求与向量 𝑀1𝑀2
, 𝑀2𝑀3

 同时垂

直的单位向量

114



11.  求向量 𝒂 = (4, −3, 4) 在向量 𝒃 = (2, 2, 1) 上的投影

12.  已知向量 𝑂𝐴 = 𝒊 + 3𝒌, 𝑂𝐵⃗ = 𝒋 + 3𝒌，求 Δ OAB 的面积

13.  设向量 𝒂 = (2, 3, −1), 𝒃 = (1, −2, 3), 𝒄 = (2, 1, 2)，向量 𝒅 与 𝒂, 𝒃 均垂直，且在向量 

𝒄 上的投影是 14，求向量 𝒅
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第三节 平面及其方程

一、选择题

1.  平面 𝑥 − 2𝑦 + 7𝑧 + 3 = 0 与平面 3𝑥 + 5𝑦 + 𝑧 − 1 = 0 的位置关系为 （ ）

A. 平行 B. 垂直

C. 相交但不垂直 D. 重合

2.  过点 𝑀1(2, −1, 4), 𝑀2(−1, 3, −2) 和 𝑀3(0, 2, 3) 的平面方程为 （ ）

A. 14𝑥 + 9𝑦 − 𝑧 − 15 = 0 B. 2𝑥 + 7𝑦 − 8𝑧 − 6 = 0

C. 14𝑥 − 9𝑦 + 𝑧 − 15 = 0 D. 14𝑥 + 9𝑦 + 𝑧 − 15 = 0

3.  平面 𝑥 − 𝑦 + 2𝑧 − 6 = 0 与平面 2𝑥 + 𝑦 + 𝑧 − 5 = 0 的夹角为 （ ）

A. 𝜋
2 B. 𝜋

6 C. 𝜋
3 D. 𝜋

4

二、填空题

4.  过点 𝑀(3, 0, −1) 且与平面 3𝑥 − 7𝑦 + 5𝑧 − 12 = 0 平行的平面方程为 

5.  点 𝑀1(1, 2, 1) 到平面 𝑥 + 2𝑦 + 2𝑧 − 10 = 0 的距离为 

6.  使得平面 𝑥 + 𝑘𝑦 − 2𝑧 = 9 与平面 2𝑥 − 3𝑦 + 𝑧 = 0 成 𝜋
4  角的 𝑘 值为 

三、计算题

7.  求平面 2𝑥 − 2𝑦 + 𝑧 + 5 = 0 与各坐标面的夹角的余弦
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8.  求过点 𝑀0(2, 9, −6) 且与联结坐标原点及点 𝑀0 的线段 𝑂𝑀0 垂直的平面方程

9.  一平面过点 (1, 0, −1) 且平行于向量 𝒂 = (2, 1, 1) 和 𝒃 = (1, −1, 0)，试求该平面方程

10.  求三平面 𝑥 + 3𝑦 + 𝑧 = 1, 2𝑥 − 𝑦 − 𝑧 = 0 和 −𝑥 + 2𝑦 + 2𝑧 = 3 的交点
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11.  分别按下列条件求平面方程：

(1) 平行于 𝑧𝑂𝑥 面且过点 (2, −5, 3)； (2) 过 𝑧 轴和点 (−3, 1, 2)； (3) 平行于 𝑥 轴且

过点 (4, 0, −2) 和 (5, 1, 7)

第四节 空间直线及其方程

一、选择题

1.  直线 𝐿1: {𝑥+2𝑦−𝑧=7
−2𝑥+𝑦+𝑧=7 与 𝐿2: {3𝑥+6𝑦−3𝑧=8

2𝑥−𝑦−𝑧=0  的位置关系为 （ ）

A. 𝐿1 ⟂ 𝐿2 B. 𝐿1 ∥ 𝐿2

C. 𝐿1 与 𝐿2 相交但不垂直 D. 𝐿1 与 𝐿2 为异面直线

2.  直线 𝐿 : 𝑥−2
3 = 𝑦+2

−1 = 𝑧−1
4  与平面 Π : 6𝑥 − 2𝑦 + 8𝑧 = 7 的位置关系为 （ ）

A. 直线 𝐿 与平面 Π 平行

B. 直线 𝐿 与平面 Π 垂直

C. 直线 𝐿 在平面 Π 上

D. 直线 𝐿 与平面 Π 只有一个交点，但不垂直

3.  两平行线 𝑥 = 𝑡 + 1, 𝑦 = 2𝑡 + 1, 𝑧 = 𝑡 与 𝑥−2
1 = 𝑦+1

2 = 𝑧−1
1  之间的距离是 （ ）

A. 1 B. 2
3 C. 4

√
3

3 D. 2
√

3
3

二、填空题

4.  过点 (2, −3, 4) 且与平面 3𝑥 − 𝑦 + 2𝑧 = 4 垂直的直线方程为 

5.  直线 {𝑥+𝑦+3𝑧=0
𝑥−𝑦−𝑧=0  与平面 𝑥 − 𝑦 − 𝑧 + 1 = 0 的夹角为 
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6.  点 (1, 2, 3) 到直线 𝑥
1 = 𝑦−4

−3 = 𝑧−3
−2  的距离为 

7.  点 (−1, 3, −4) 在平面 𝑥 + 2𝑦 − 𝑧 + 1 = 0 上的投影为 

三、计算题

8.  用对称式方程及参数方程表示直线 {𝑥−𝑦+𝑧=1
2𝑥+𝑦+𝑧=4

9.  求过点 (0, 2, 4) 且与两平面 𝑥 + 2𝑧 = 1 和 𝑦 − 3𝑧 = 2 平行的直线方程

10.  求过点 (3, 1, −2) 且过直线 𝑥−4
5 = 𝑦+3

2 = 𝑧
1  的平面方程
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11.  求过点 (1, 2, 1) 且与两直线 {𝑥+2𝑦−𝑧+1=0
𝑥−𝑦+𝑧−1=0  和 {2𝑥−𝑦+𝑧=0

𝑥−𝑦+𝑧=0  平行的平面方程

12.  求点 (3, −1, 2) 到直线 {𝑥+𝑦−𝑧+1=0
2𝑥−𝑦+𝑧−4=0 的距离

第五节 曲面及其方程

一、选择题

1.  方程 𝑦2 + 𝑧2 − 4𝑥 + 8 = 0 表示 （ ）

A. 单叶双曲面 B. 双叶双曲面

C. 锥面 D. 旋转抛物面

2.  旋转双叶双曲面 𝑥2

𝑎2 − 𝑦2

𝑏2 + 𝑧2

𝑎2 = −1 的旋转轴是 （ ）

A. 𝑥 轴 B. 𝑦 轴

C. 𝑧 轴 D. 直线 {𝑦=𝑧
𝑥=0
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二、填空题

3.  𝑥𝑂𝑦 面上双曲线 4𝑥2 − 9𝑦2 = 36 分别绕 𝑥 轴、𝑦 轴旋转一周所得旋转曲面的方程分

别为  和 

4.  曲面 𝑥2 − 𝑦2 − 𝑧2 = 1 是由 𝑥𝑂𝑦 面上的曲线  绕 𝑥 轴旋转一周所得的或是

由  面上的曲线  绕  轴旋转一周所得的

5.  方程 4𝑥2 + 7𝑦2 = 𝑧 所表示的曲面为 

三、计算题

6.  一球面过坐标原点及三点 𝐴(4, 0, 0), 𝐵(1, 3, 0) 和 𝐶(0, 0, −4)，求球面的方程及球心

的坐标和半径

7.  将 𝑧𝑂𝑥 面上的圆 𝑥2 + 𝑧2 = 9 绕 𝑧 轴旋转一周，求所得旋转曲面的方程
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8.  指出下列方程所表示的曲面并画出草图：

(1) 𝑥2

9 + 𝑧2

4 = 1；

(2) 𝑥2 − 𝑦2 − 4𝑧2 = 4；

(3) 𝑧
3 = 𝑥2

4 + 𝑦2

9

9.  画出由曲面 𝑧 = 0, 𝑧 = 3, 𝑥 − 𝑦 = 0, 𝑥 −
√

3𝑦 = 0, 𝑥2 + 𝑦2 = 1 (在第一卦限内) 所围

立体的图形.

第六节 空间曲线及其方程

一、选择题

1.  已知曲线 {𝑥2+𝑦2+𝑧2=2
𝑥+𝑦+𝑧=𝑎  在 𝑦𝑂𝑧 面上的投影曲线为 {𝑦2+𝑦𝑧+𝑧2=1

𝑥=0 ，则 𝑎 = （ ）

A.
√

2 B. 1 C. ±
√

2 D. ±1
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2.  双曲抛物面 𝑥2 − 𝑦2 = 𝑧 在 𝑧𝑂𝑥 面上的截痕是 （ ）

A. 𝑥2 = 𝑧 B. {𝑦2=−𝑧
𝑥=0

C. {𝑥2=𝑧
𝑦=0 D. {𝑥2−𝑦2=0

𝑧=0

3.  曲面 𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2 = 𝑎 与 𝑥2 + 𝑦2 = 2𝑎𝑧(𝑎 > 0) 的交线是 （ ）

A. 抛物线 B. 双曲线 C. 圆 D. 椭圆

二、填空题

4.  曲线 {−2𝑥+𝑦2+𝑧2=0
𝑧=3  在 𝑥𝑂𝑦 面上的投影曲线方程为 

5.  方程组 {𝑦=5𝑥+1
𝑦=2𝑥−3 在平面解析几何中表示 ，在空间解析几何中表示 

6.  曲线 {
𝑥=𝑡+1
𝑦=𝑡2

𝑧=2𝑡+1
 的一般方程为 

三、计算题

7.  分别求母线平行于 𝑥 轴及 𝑦 轴且过曲线 {2𝑥2+𝑦2+𝑧2=16
𝑥2−𝑦2+𝑧2=0  的柱面方程
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8.  将下列曲线的一般方程化为参数方程：

(1) {𝑥2+𝑦2+𝑧2=9
𝑦=𝑥

(2) {(𝑥−1)2+𝑦2+(𝑧+1)2=4
𝑧=0

9.  求螺旋线 𝑥 = 𝑎 cos 𝜃, 𝑦 = 𝑎 sin 𝜃, 𝑧 = 𝑏𝜃 在三个坐标面上的投影曲线的直角坐标方程

10.  求上半球 0 ≤ 𝑧 ≤ √𝑎2 − 𝑥2 − 𝑦2 与圆柱体 𝑥2 + 𝑦2 ≤ 𝑎𝑥 (𝑎 > 0) 的公共部分在 𝑥𝑂𝑦 

面和 𝑧𝑂𝑥 面上的投影
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11.  求旋转抛物面 𝑧 = 𝑥2 + 𝑦2 (0 ≤ 𝑧 ≤ 4) 在三个坐标面上的投影

总习题八

一、选择题

1.  点 𝑀(2, −3, 1) 关于坐标原点对称的点是 （ ）

A. (−2, 3, −1) B. (−2, −3, −1)

C. (2, −3, −1) D. (2, 3, 1)

2.  设向量 𝒂 = (1, −1, −1), 𝒃 = (2, 1, −1), 𝜆 为非零常数。若 (𝒂 + 𝜆𝒃) ⟂ 𝒂，则 𝜆 = （ ）

A. 3
2 B. −3

2 C. 2
3 D. −2

3

3.  设向量 𝒂, 𝒃, 𝒄 满足关系式 𝒂 ⋅ 𝒃 = 𝒂 ⋅ 𝒄，则 （ ）

A. 必有 𝒂 = 0 或 𝒃 = 𝒄 B. 必有 𝒂 = 𝒃 − 𝒄 = 0

C. 当 𝒂 ≠ 0 时，必有 𝒃 = 𝒄 D. 必有 𝒂 ⟂ (𝒃 − 𝒄)

4.  方程 (𝑧 − 𝑎)2 = 𝑥2 + 𝑦2 表示 （ ）

A. 𝑦𝑂𝑧 面上曲线 (𝑧 − 𝑎)2 = 𝑦2 绕 𝑥 轴旋转一周所得曲面

B. 𝑧𝑂𝑥 面上曲线 (𝑧 − 𝑎)2 = 𝑥2 绕 𝑦 轴旋转一周所得曲面

C. 𝑧𝑂𝑥 面上直线 𝑧 − 𝑎 = 𝑥 绕 𝑧 轴旋转一周所得曲面

D. 𝑦𝑂𝑧 面上直线 𝑧 − 𝑎 = 𝑦 绕 𝑦 轴旋转一周所得曲面
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5.  平面 𝑥 + 2𝑦 − 𝑧 + 3 = 0 与直线 𝑥−1
3 = 𝑦+1

−1 = 𝑧−2
1  的位置关系为 （ ）

A. 互相垂直 B. 互相平行但直线不在平面上

C. 既不平行也不垂直 D. 直线在平面上

二、填空题

6.  已知三点 𝐴(−2, 1, −1), 𝐵(1, −3, 4), 𝐶(−3, −1, 1)，则：

(1) 向量 𝐴𝐵 的方向余弦为 ，单位向量为 ； (2) 向量 𝐴𝐵 在向量 𝐴𝐶 

上的投影为 ，𝐴𝐵 与 𝐴𝐶 的夹角为 ； (3) 以该三点为顶点的三角形的

面积为 ； (4) 过点 𝐶 且垂直于 𝐴𝐵 的平面方程为 ； (5) 过点 𝐶 且平

行于 𝐴𝐵 的直线方程为 

7.  设向量 𝒂 = (1, 1, −4), 𝒃 = (2, 0, −2)，则 (1) (𝒂 + 𝒃) ⋅ (𝒂 − 𝒃) =

(2) (𝒂 + 𝒃) × (𝒂 − 𝒃) = ；

8.  方程 𝑥2

1 + 𝑦2

25 − 𝑧2

16 = 1 所表示的曲面为 

9.  曲线 {𝑦=𝑥2+1
𝑧=0  绕 𝑦 轴旋转一周所得旋转曲面方程是 

10.  点 (−1, 2, 0) 在平面 𝑥 + 2𝑦 − 𝑧 + 1 = 0 上的投影是 

三、计算题

11.  已 知 向 量  𝑨 = 2𝒂 + 3𝒃, 𝑩 = 3𝒂 − 𝒃, |𝒂| = 2, |𝒃| = 3, ∠(𝒂, 𝒃) = 𝜋
3 ， 求  

𝑨 ⋅ 𝑩, |𝑨 × 𝑩|
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12.  求过两点 (1, 2, −1) 和 (−5, 2, 7) 且平行于 𝑥 轴的平面方程

13.  求过点 (2, −3, 1) 和直线 {𝑥−5𝑦−16=0
2𝑦−𝑧+6=0  的平面方程

14.  求点 (1, 2, −1) 到直线 𝑥−1
2 = 𝑦+1

−1 = 𝑧−2
3  的距离
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15.  求过直线 𝑥−2
5 = 𝑦+1

2 = 𝑧−2
4  且垂直于平面 𝑥 + 4𝑦 − 3𝑧 + 7 = 0 的平面方程

16.  求过点 (0, −1, 1) 且与直线 {𝑥+2𝑦+𝑧=0
𝑥+𝑧=2  平行的直线方程

17.  求 过 点  𝐴(1, 0, −2) 且 垂 直 于 直 线  𝐿 : 𝑥−3
1 = 𝑦+2

4 = 𝑧
1  同 时 平 行 于 平 面  

Π : 3𝑥 + 4𝑦 − 𝑧 + 6 = 0 的直线方程
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18.  试讨论直线 𝐿1：1−𝑥
1 = 𝑦+1

2 = 𝑧+1
3  与 𝐿2：{2𝑥+𝑦−1=0

3𝑥+𝑧−2=0 的位置关系

19.  求直线 𝐿 : {2𝑥−4𝑦+𝑧=0
3𝑥−𝑦−2𝑧−9=0 在平面 Π : 4𝑥 − 𝑦 + 𝑧 = 1 上的投影直线方程

20.  方程 𝑧 = √𝑎2 − 𝑥2 − 𝑦2 及 𝑥2 + 𝑦2 = 𝑎𝑥 (𝑎 > 0) 分别表示什么曲面？求这两个曲

面的交线在 𝑧𝑂𝑥 面上的投影直线方程，并指明曲线类型
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第九章 多元函数微分法及其应用
第一节 多元函数的基本概念

一、选择题

1.  lim(𝑥,𝑦)→(0,0)
𝑥2𝑦

𝑥4+𝑦2 = （ ）

A. 0 B. 不存在

C. 1
2 D. 存在但不等于 0 或 1

2

2.  设函数 𝑓(𝑥, 𝑦) = {𝑥 sin 1
𝑦+𝑦 sin 1

𝑥
0

𝑥𝑦≠0
𝑥𝑦=0

 则 lim(𝑥,𝑦)→(0,0) 𝑓(𝑥, 𝑦) = （ ）

A. 不存在 B. 1 C. 0 D. 2

3.  设函数 𝑓(𝑥, 𝑦) = {
𝑥𝑦

√𝑥2+𝑦2

0

𝑥2+𝑦2≠0

𝑥2+𝑦2=0
 则 𝑓(𝑥, 𝑦)

（ ）

A. 处处连续 B. 处处有极限，但不连续

C. 仅在点 (0, 0) 处连续 D. 除点 (0, 0) 外处处连续

二、填空题

4.  函数 𝑧 = √ln(𝑥 + 𝑦) 的定义域为 

5.  设函数 𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝑥2 + 𝑦2 + 𝑥𝑦 ln 𝑦
𝑥，则 𝑓(𝑘𝑥, 𝑘𝑦) = 

6.  lim(𝑥,𝑦)→(0,1)(ln(𝑦 + e𝑥2))(√𝑥2 + 𝑦2) = 

7.  设函数 𝑓(𝑥, 𝑦) = {
tan(𝑥2+𝑦2)

𝑥2+𝑦2

𝐴
(𝑥,𝑦)≠(0,0)
(𝑥,𝑦)=(0,0)

 要使得 𝑓(𝑥, 𝑦) 在点 (0, 0)处连续，则 𝐴 = 

8.  函数 𝑓(𝑥, 𝑦) = (𝑥2 − 𝑦2)−1 cos 𝑦
𝑥  的间断点为 
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三、计算题

9.  求下列函数的定义域，并画出定义域的图形：

(1) 𝑧 = √1 − 𝑥2 − 𝑦2； (2) 𝑧 = ln(𝑥 + 𝑦)； (3) 𝑧 = 1
ln(𝑥+𝑦)； (4) 𝑧 = ln(𝑥𝑦 − 1)

10.  求下列极限：

(1) lim(𝑥,𝑦)→(0,0)(
2−

√
𝑥𝑦+4

𝑥𝑦 ) ;

(2) lim(𝑥,𝑦)→(0,0)(𝑥𝑦)(
√

2 − e𝑥𝑦 − 1);

(3) lim(𝑥,𝑦)→(2,0)(
tan 𝑥𝑦

𝑦 ) ;

(4) lim(𝑥,𝑦)→(0,0)(
1− cos(𝑥2+𝑦2)
(𝑥2+𝑦2)e𝑥2𝑦2 ).

第二节 偏导数

一、选择题

1.  设函数 𝑢 = arctan 𝑦
𝑥，则 𝜕𝑢

𝜕𝑥 = （ ）

A. 𝑥
𝑥2+𝑦2 B. − 𝑦

𝑥2+𝑦2 C. 𝑦
𝑥2+𝑦2 D. − 𝑥

𝑥2+𝑦2
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2.  设函数 𝑓(𝑥, 𝑦) = √𝑦
𝑥，则 𝑓𝑥′(2, 1) = （ ）

A. −
√

2
8 B. 1

4 C. −1
2 D. 1

2

3.  设函数 𝑧 = 𝑦𝑥，则 ( 𝜕𝑧
𝜕𝑥 + 𝜕𝑧

𝜕𝑦) |𝑥=2,𝑦=1 = （ ）

A. 2 B. 1 + ln 2 C. 0 D. 1

二、填空题

4.  设函数 𝑧 = sin(3𝑥 − 𝑦) + 𝑦，则 𝜕𝑧
𝜕𝑥 |𝑥=2,𝑦=1 = 

5.  设函数 𝑢 = 𝑥𝑦 + 𝑦
𝑥3 ，则 𝜕2𝑢

𝜕𝑥2 = 

6.  设函数 𝑢 = 𝑥 ln(𝑥𝑦)，则 𝜕2𝑢
𝜕𝑥𝜕𝑦 = 

三、计算题

7.  求下列函数的偏导数：

(1) 𝑧 = √ln(𝑥𝑦)；

(2) 𝑧 = (1 + 𝑥𝑦)𝑦；

(3) 𝑢 = 𝑥
𝑦
𝑧 ；

(4) 𝑢 = (𝑥 − 𝑦)𝑧
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8.  求下列函数的二阶偏导数 𝜕2𝑧
𝜕𝑥2 , 𝜕2𝑧

𝜕𝑦2 , 𝜕2𝑧
𝜕𝑥𝜕𝑦：

(1) 𝑧 = arctan 𝑦
𝑥；

(2) 𝑧 = 𝑦𝑥

四、证明题

9.  设函数 𝑧 = e−(1
𝑥+1

𝑦)，求证：𝑥2 𝜕𝑧
𝜕𝑥 + 𝑦2 𝜕𝑧

𝜕𝑦 = 𝑧

第三节 全微分

一、选择题

1.  函数 𝑓(𝑥, 𝑦) 在点 (𝑥0, 𝑦0) 处两个偏导数 𝑓𝑥′(𝑥0, 𝑦0), 𝑓𝑦′(𝑥0, 𝑦0) 存在是 𝑓(𝑥, 𝑦) 在该点

处全微分存在的 （ ）

A. 充分条件 B. 充要条件

C. 必要条件 D. 无关条件
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2.  函数 𝑓(𝑥, 𝑦) 在点 (𝑥0, 𝑦0) 处两个偏导数 𝑓𝑥′(𝑥0, 𝑦0), 𝑓𝑦′(𝑥0, 𝑦0) 存在是 𝑓(𝑥, 𝑦) 在该点

处连续的.

（ ）

A. 充要条件 B. 必要条件

C. 充分条件 D. 无关条件

3.  函数 𝑓(𝑥, 𝑦) 在点 (𝑥0, 𝑦0) 处满足关系

（ ）

A. 可微分 ⇒ 可偏导 ⇒ 连续

B. 可微分 ⇒ 可偏导 ⇒ 连续

C. 可微分 ⇒ 可偏导，且可微分 ⇒ 连续，但可偏导不一定连续

D. 可偏导与连续之间没有必然联系，且可偏导不一定可微分

二、填空题

4.  函数 𝑧 = arctan 𝑦
𝑥  当 𝑥 = 2, 𝑦 = 1, Δ𝑥 = 0.1, Δ𝑦 = −0.2 时的全增量 Δ𝑧 ≈ ，

全微分 d 𝑧 = 

5.  设函数 𝑧 = e𝑦(𝑥2+𝑦2)，则 d 𝑧 = 

6.  设函数 𝑧 = 𝑓(𝑦
𝑥)，则 d 𝑧 = 

三、计算题

7.  设函数 𝑢 = 𝑎𝑥+𝑦𝑧 − ln 𝑥𝑎 (𝑎 > 0)，求 d 𝑢
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8.  求函数 𝑧 = ln(𝑥2 + 𝑦2 + e𝑥𝑦) 的全微分

9.  求函数 𝑧 = ln(1 + 𝑥2 + 𝑦2) 当 𝑥 = 1, 𝑦 = 2 时的全微分.

四、证明题

10.  设函数 𝑓(𝑥, 𝑦) = {
𝑥𝑦 sin 1

√𝑥2+𝑦2

0

𝑥2+𝑦2≠0

𝑥2+𝑦2=0
 证明: 𝑓(𝑥, 𝑦) 在点 (0, 0) 处连续且偏导数存

在, 但偏导数在点 (0, 0) 处不连续, 而 𝑓(𝑥, 𝑦) 在点 (0, 0) 处可微分.
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第四节 多元复合函数的求导法则

一、选择题

1.  设函数 𝑢 = (𝑥 − 𝑦)𝑧，而 𝑧 = 𝑥2 + 𝑦2，则 𝑢𝑥′ + 𝑢𝑦′ =

（ ）

A. 2[𝑧(𝑥 − 𝑦)𝑧−1 + (𝑥 + 𝑦)(𝑥 − 𝑦)𝑧 ln(𝑥 − 𝑦)]

B. 2𝑧(𝑥 − 𝑦)𝑧

C. 2(𝑥 − 𝑦)𝑧(𝑥 + 𝑦) ln(𝑥 − 𝑦)

D. 2(𝑥 − 𝑦)𝑧+1 ln(𝑥 − 𝑦)

2.  设函数 𝑧 = 3𝑥𝑦，而 𝑥 = 𝑓(𝑦) 且 𝑓  可导，则 d 𝑧
d 𝑦 =

（ ）

A. 3𝑥𝑦(𝑦 + 𝑥𝑓 ′(𝑦)) ln 3 B. 3𝑥𝑦(𝑥 + 𝑦𝑓 ′(𝑦)) ln 3

C. 3𝑥𝑦

ln 3(𝑥+𝑦𝑓′(𝑦)) D. 𝑧𝑥𝑓 ′(𝑦) + 𝑧𝑦

3.  设函数 𝑢 = 𝑓(𝑥 + 𝑦, 𝑥𝑧)，其中 𝑓  具有二阶连续偏导数，则 𝜕2𝑢
𝜕𝑥𝜕𝑧 = （ ）

A. 𝑓2′ + 𝑥𝑓(11)″ + 𝑧𝑓(12)″ + 𝑥𝑓(12)″

B. 𝑥𝑓(12)″ + 𝑥𝑓2′ + 𝑥𝑧𝑓(22)″

C. 𝑥𝑓(21)″ + 𝑥𝑧𝑓(22)″

D. 𝑓2′ + 𝑥𝑓(21)″ + 𝑥𝑧𝑓(22)″

4.  若函数 𝑓(𝑥, 2𝑥) = 𝑥2 + 3𝑥 , 𝑓1′(𝑥, 2𝑥) = 6𝑥 + 1 ，则 𝑓2′(𝑥, 2𝑥) =

（ ）

A. 𝑥 + 3
2 B. 𝑥 − 3

2 C. 2𝑥 + 1 D. −2𝑥 + 1

二、填空题

5.  设函数 𝑧 = 𝑥2 + sin 𝑦, 𝑥 = cos 𝑡, 𝑦 = 𝑡3 ，则 d 𝑧
d 𝑡 = 

6.  设函数 𝑧 = 𝑓(𝑥 + 𝑦, 𝑥 − 𝑦)，其中 𝑓  可微，则 d 𝑧 = 

7.  设函数 𝑧 = 𝑓(𝑥, 𝑥
𝑦)，其中 𝑓  具有二阶连续偏导数，则 𝜕2𝑧

𝜕𝑥𝜕𝑦 = 
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三、计算题

8.  设函数 𝑧 = 𝑢2 ln 𝑣，而 𝑢 = 𝑥
𝑦 , 𝑣 = 3𝑥 − 2𝑦，求 𝜕𝑧

𝜕𝑥 , 𝜕𝑧
𝜕𝑦

9.  设函数 𝑧 = arcsin(𝑥 − 𝑦)，而 𝑥 = 3𝑡, 𝑦 = 4𝑡3，求 d 𝑧
d 𝑡

10.  设函数 𝑧 = arctan(𝑥𝑦)，而 𝑦 = e𝑥，求 d 𝑧
d 𝑥
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11.  设函数 𝑢 = 𝑓(𝑥
𝑦 , 𝑦

𝑧) , 其中 𝑓  具有一阶连续偏导数, 求 𝜕𝑢
𝜕𝑥 , 𝜕𝑢

𝜕𝑦 , 𝜕𝑢
𝜕𝑧  .

12.  设函数 𝑧 = 𝑓(𝑥2 + 𝑦2) ，其中 𝑓  具有二阶连续导数，求 𝜕2𝑧
𝜕𝑥2 , 𝜕2𝑧

𝜕𝑦2 , 𝜕2𝑧
𝜕𝑥𝜕𝑦  .

第五节 隐函数的求导公式

一、选择题

1.  已知 𝑥 + 𝑦 − 𝑧 = e𝑥, 𝑥e𝑥 = tan 𝑡, 𝑦 = cos 𝑡，则 d 𝑧
d 𝑡 |𝑡=0 = （ ）

A. 1
2 B. −1

2 C. 1 D. 0

2.  设函数 𝑦 = 𝑦(𝑥, 𝑧) 由方程 𝑥𝑦𝑧 = e𝑥+𝑦 所确定，则 𝜕𝑦
𝜕𝑥 =

（ ）

A. 𝑦(𝑥−1)
𝑥(1−𝑦) B. 𝑦

𝑥(1−𝑦) C. 𝑦𝑧
1−𝑦 D. 𝑦(1−𝑥𝑧)

𝑥(1−𝑦)

二、填空题

3.  设函数 𝑦 = 𝑦(𝑥) 由方程 1 + 𝑥2𝑦 = e𝑦 所确定，则 d 𝑦
d 𝑥 = 

4.  设函数 𝑧 = 𝑧(𝑥, 𝑦) 由方程 𝑥𝑦2𝑧 = 𝑥 + 𝑦 + 𝑧 所确定，则 𝜕𝑧
𝜕𝑦 = 
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5.  由方程 𝑥𝑦𝑧 + √𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2 =
√

2 所确定的函数 𝑧 = 𝑧(𝑥, 𝑦) 在点 (1, 0, −1) 处的全

微分 d 𝑧 = 

三、计算题

6.  设 ln √𝑥2 + 𝑦2 = 𝑦
𝑥，求 d 𝑦

d 𝑥

7.  设 𝑥
𝑧 = ln 𝑧

𝑦  , 求 𝜕𝑧
𝜕𝑥 , 𝜕𝑧

𝜕𝑦  .

8.  设 {𝑧=𝑥2+𝑦2

𝑥2+2𝑦2+3𝑧2=20 求 d 𝑦
d 𝑥 , d 𝑧

d 𝑥  .
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9.  设 {𝑢=𝑓(𝑢𝑥,𝑣+𝑦)
𝑣=𝑔(𝑢−𝑥,𝑣2𝑦) 其中 𝑓, 𝑔 具有一阶连续偏导数，求 𝜕𝑢

𝜕𝑥 , 𝜕𝑣
𝜕𝑥  .

四、证明题

10.  设 2 sin(𝑥 + 2𝑦 − 3𝑧) = 𝑥 + 2𝑦 − 3𝑧 ，证明： 𝜕𝑧
𝜕𝑥 + 𝜕𝑧

𝜕𝑦 = 1.

11.  设函数 Φ(𝑢, 𝑣) 具有一阶连续偏导数，证明：由方程 Φ(𝑐𝑥 − 𝑎𝑧, 𝑐𝑦 − 𝑏𝑧) = 0 所确定

的函数 𝑧 = 𝑓(𝑥, 𝑦) 满足 𝑎 𝜕𝑧
𝜕𝑥 + 𝑏𝜕𝑧

𝜕𝑦 = 𝑐.
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第六节 多元函数微分学的几何应用

一、选择题

1.  曲线 𝑥 = 2 sin 𝑡, 𝑦 = 4 cos 𝑡, 𝑧 = 𝑡 在点 (2, 0, 𝜋
2 ) 处的法平面方程为

（ ）

A. 2𝑥 − 𝑧 = 4 − 𝜋
2 B. 2𝑥 − 𝑧 = 𝜋

2 − 4

C. 4𝑦 − 𝑧 = −𝜋
2 D. 4𝑦 − 𝑧 = 𝜋

2

2.  曲线 4𝑥 = 𝑦5, 𝑦 =
√

𝑧 在点 (8, 2, 4) 处的切线方程为

（ ）

A. 𝑥−8
20 = 𝑦−2

1 = 𝑧−4
4 B. 𝑥+12

20 = 𝑦
1 = 𝑧+4

4

C. 𝑥−8
5 = 𝑦−2

1 = 𝑧−4
4 D. 𝑥−3

5 = 𝑦−1
1 = 𝑧

4

3.  曲面 𝑥 cos 𝑧 + 𝑦 cos 𝑥 − 𝜋
2𝑧 = 𝜋

2  在点 (𝜋
2 , 1 − 𝜋

2 , 0) 处的切平面方程为.

（ ）

A. 𝑥 − 𝑧 = 𝜋 − 1 B. 𝑥 − 𝑦 = 𝜋 − 1

C. 𝑥 − 𝑦 = 𝜋
2 D. 𝑥 − 𝑧 = 𝜋

2

4.  曲面 𝑥2𝑦𝑧 − 𝑥𝑦2𝑧3 = 6 在点 (3, 2, 1) 处的法线方程为

（ ）

A. 𝑥−3
8 = 𝑦−2

−3 = 𝑧−1
−18 B. 𝑥−3

8 = 𝑦−2
3 = 𝑧−1

−18

C. 8𝑥 − 3𝑦 − 18𝑧 = 0 D. 8𝑥 + 3𝑦 − 18𝑧 = 12

二、填空题

5.  曲线 𝑥 = 𝑡2, 𝑦 = 2𝑡, 𝑧 = 𝑡3

3  在点 (1, 2, 1
3) 处的切线方程为 

6.  曲线 𝑥 = 2𝑡e2𝑡, 𝑦 = 3e2𝑡, 𝑧 = 𝑡2e2𝑡 在 𝑡 = −1 的对应点处的法平面方程为 

7.  曲面 𝑥e𝑦 + 𝑦2e2𝑧 + 𝑧3e3𝑥 = 2
e + 1 在点 (2, −1, 0) 处的法线方程为 

8.  曲面 𝑦 + 𝑥𝑧 = 𝜋
4  在点 (−2, 1, 0) 处的切平面方程为 
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三、计算题

9.  求曲线 𝑥 = 𝑡
1+𝑡 , 𝑦 = 1+𝑡

𝑡 , 𝑧 = 𝑡2 在 𝑡 = 1 的对应点处的切线及法平面方程

10.  求曲线 {𝑥2+𝑦2+𝑧2−3𝑥=0
2𝑥−3𝑦+5𝑧−4=0  在点 (1, 1, 1) 处的切线及法平面方程

11.  求曲面 e𝑧 − 𝑧 + 𝑥𝑦 = 3 在点 (2, 1, 0) 处的切平面及法线方程
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12.  求椭球面 𝑥2 + 2𝑦2 + 𝑧2 = 1 上平行于平面 𝑥 − 𝑦 + 2𝑧 = 0 的切平面方程

13.  求旋转椭球面 3𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2 = 16 在点 (−1, −2, 3) 处的切平面与 𝑥𝑂𝑦 面的夹角的

余弦.

第七节 方向导数与梯度

一、填空题

1.  设函数 𝑧 = 𝑥2 − 𝑦2，求其在点 (1, 1) 处沿与 𝑥 轴正向成 3𝜋
4  方向的方向导数

为 

2.  设 函 数  𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑥2 + 2𝑦2 + 3𝑧3 + 𝑥𝑦 + 3𝑥 − 2𝑦 − 6𝑧， 则  𝐠𝐫𝐚𝐝 𝑓(0, 0, 0) = 
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二、计算题

3.  设函数 𝑢 = 𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2，求：

(1) 𝐠𝐫𝐚𝐝 𝑢(1, 1, 1)；

(2) (𝜕𝑢
𝜕𝑙 ) |(1,1,1)，其中方向 𝑙 从点 (1, 1, 1) 到点 (2, 3, 3)

4.  设函数 𝑓(𝑥, 𝑦) = √𝑥2 + 𝑦4，求：

(1) 𝐠𝐫𝐚𝐝 𝑓(1, −1)；

(2) (𝜕𝑓
𝜕𝑙 )|(1,−1)，其中方向 𝑙 与 𝑥 轴正向成 𝜋

4  角；

(3) (𝜕𝑓
𝜕𝑙 )|(1,−1)，其中方向 𝑙 与 𝐠𝐫𝐚𝐝 𝑓(1, 1) 同向
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5.  如果可微函数 𝑓(𝑥, 𝑦) 在点 (1, 2) 处沿从点 (1, 2) 到点 (2, 2) 的方向的方向导数为 2，

沿从点 (1, 2) 到点 (1, 1) 的方向的方向导数为 −2，求：

(1) 𝐠𝐫𝐚𝐝 𝑓(1, 2)；

(2) (𝜕𝑓
𝜕𝑙 )|(1,2)，其中方向 𝑙 从点 (1, 2) 到点 (4, 6)

6.  已知曲面 2𝑥2 + 3𝑦2 + 𝑧2 = 6 在点 𝑃(1, 1, 1) 处指向外侧的法向量为 𝒏 , 求函数 

𝑢 = √6𝑥2+8𝑦2

𝑧  在点 𝑃  处沿方向 𝒏 的方向导数.
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三、证明题

7.  （附加题）证明：函数 𝑓(𝑥, 𝑦) = 3
√𝑥𝑦 在点 (0, 0) 处连续且可偏导，但除沿坐标轴的

方向外，在点 (0, 0) 处沿其他方向的方向导数都不存在

第八节 多元函数的极值及其求法

一、选择题

1.  函 数  𝑧 = 𝑓(𝑥, 𝑦) 在 点  (𝑥0, 𝑦0)处 具 有 偏 导 数 且 在 点  (𝑥0, 𝑦0) 处 有 极 值 是  

𝑓𝑥′(𝑥0, 𝑦0) = 0 及 𝑓𝑦′(𝑥0, 𝑦0) = 0 的 （ ）

A. 充分条件 B. 必要条件

C. 充要条件 D. 无关条件

2.  设函数 𝑧 = 𝑓(𝑥, 𝑦) 的全微分 d 𝑧 = 𝑥 d 𝑥 + 𝑦 d 𝑦，则点 (0, 0) （ ）

A. 不是 𝑓(𝑥, 𝑦) 的连续点 B. 不是 𝑓(𝑥, 𝑦) 的极值点

C. 是 𝑓(𝑥, 𝑦) 的极大值点 D. 是 𝑓(𝑥, 𝑦) 的极小值点

3.  函数 𝑧 = 3(𝑥 + 𝑦) − 𝑥3 − 𝑦3 的极值点是 （ ）

A. (1,2) B. (1, −2)

C. (−1, 2) D. (−1, −1)

二、填空题

4.  设函数 𝑓(𝑥, 𝑦) = 2𝑥2 + 𝑎𝑥 + 𝑥𝑦2 + 2𝑦 在点 (1, −1) 处取得极值，则常数 𝑎 = 

，极值的类型为 
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5.  若要求函数 𝑢 = sin 𝑥 sin 𝑦 sin 𝑧 在条件

𝑥 + 𝑦 + 𝑧 = 𝜋
2  (𝑥 > 0, 𝑦 > 0, 𝑧 > 0) 下的极值，

可构造拉格朗日函数 ， 求得其驻点为 ， 在该点处函数取得 

三、计算题

6.  求函数 𝑓(𝑥, 𝑦) = (6𝑥 − 𝑥2)(4𝑦 − 𝑦2) 的极值

7.  在 𝑥𝑂𝑦 面上求一点，使得它到 𝑥 = 0, 𝑦 = 0 及 𝑥 + 2𝑦 − 16 = 0 三直线的距离的平方

和最小.
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8.  求内接于半径为 𝑎 的球且有最大体积的长方体

9.  在椭圆 𝑥2 + 4𝑦2 = 4 上求一点，使得它到直线 2𝑥 + 3𝑦 − 6 = 0 的距离最短

10.  （ 附 加 题 ） 求 函 数  𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧) = ln 𝑥 + ln 𝑦 + 3 ln 𝑧 在 球 面  𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2 = 5𝑟2 

(𝑥 > 0, 𝑦 > 0, 𝑧 > 0) 上的最大值，并证明：对于正实数 𝑎, 𝑏, 𝑐，有 𝑎𝑏𝑐3 ≤ 27(𝑎+𝑏+𝑐
5 )5

 

成立
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总习题九

一、选择题

1.  设函数 𝑓(𝑥, 𝑦) = {
𝑥2+2𝑦2

𝑥+𝑦
0

(𝑥,𝑦)≠(0,0)
(𝑥,𝑦)=(0,0)

 则 𝑓𝑦′(0, 0) =

（ ）

A. 0 B. 1 C. 2 D. −1

2.  若函数 𝑓(𝑥, 𝑦) 在点 (𝑥0, 𝑦0) 处的两个偏导数 𝑓𝑥′(𝑥0, 𝑦0), 𝑓𝑦′(𝑥0, 𝑦0) 存在，则 （ ）

A. 𝑓(𝑥, 𝑦) 在点 (𝑥0, 𝑦0) 处可微分

B. 𝑓(𝑥, 𝑦) 在点 (𝑥0, 𝑦0) 处连续

C. 𝑓(𝑥, 𝑦) 在点 (𝑥0, 𝑦0) 处存在任意方向的方向导数

D. 𝑓(𝑥, 𝑦) 在点 (𝑥0, 𝑦0) 处关于 𝑥 与 𝑦 皆连续

3.  设函数 𝑧 = 𝑓(𝑥, 𝑦) 在点 (𝑥0, 𝑦0) 处可微分，Δ𝑧 是 𝑓  在点 (𝑥0, 𝑦0) 处的全增量，则在

点 (𝑥0, 𝑦0) 处有 （ ）

A. Δ𝑧 = d 𝑧

B. Δ𝑧 = 𝑓𝑥′(𝑥0, 𝑦0)Δ𝑥 + 𝑓𝑦′(𝑥0, 𝑦0)Δ𝑦

C. Δ𝑧 = 𝑓𝑥′(𝑥0, 𝑦0) d 𝑥 + 𝑓𝑦′(𝑥0, 𝑦0) d 𝑦

D. Δ𝑧 = d 𝑧 + 𝑜(𝜌)，其中 𝜌 = √(Δ𝑥)2 + (Δ𝑦)2

4.  设方程 𝑦 = 𝐹(𝑥2 + 𝑦2) + 𝐹(𝑥 + 𝑦) 能确定隐函数 𝑦 = 𝑓(𝑥) (𝐹  可微), 且 𝑓(0) = 2 , 

𝐹 ′(2) = 1
2 , 𝐹 ′(4) = 1 , 则 𝑓 ′(0) = （ ）

A. 1 B. −1
7 C. 1

2 D. −1
2

5.  曲面 𝑥𝑦𝑧 = 1 上平行于平面 𝑥 + 𝑦 + 𝑧 + 3 = 0 的切平面方程是 （ ）

A. 𝑥 + 𝑦 + 𝑧 − 3 = 0 B. 𝑥 + 𝑦 + 𝑧 − 2 = 0

C. 𝑥 + 𝑦 + 𝑧 − 1 = 0 D. 𝑥 + 𝑦 + 𝑧 = 0

二、填空题

6.  lim(𝑥,𝑦)→(0,0) (1 + sin 𝑥𝑦)
1

𝑥𝑦 = 

7.  设函数 𝑧 = 𝑥𝑦+1(𝑥 > 0, 𝑥 ≠ 1) ，则 d 𝑧 = 
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8.  设函数 𝑢 = ln √𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2，则它在点 𝑀0(1, −1, 1) 处的方向导数的最大值为 

9.  曲线 𝑥 = cos 𝑡, 𝑦 = sin 𝑡, 𝑧 = tan 𝑡
2  在点 (0, 1, 1) 处的切线方程为 

10.  函 数  𝑧 = 𝑥𝑦 在 闭 区 域  𝐷 = {(𝑥, 𝑦) | 𝑥 ≥ 0, 𝑦 ≥ 0, 𝑥 + 𝑦 ≤ 1} 上 的 最 大 值 为  

三、计算题

11.  设函数 𝑤 = 𝑓(𝑥 + 𝑦 + 𝑧, 𝑥𝑦𝑧) ，其中 𝑓  具有二阶连续偏导数，求 𝜕𝑤
𝜕𝑥 , 𝜕2𝑤

𝜕𝑥𝜕𝑧  .

12.  设函数 𝑧 = 𝑧(𝑥, 𝑦) 由方程 𝐹(𝑧2 − 𝑥2, 𝑧2 − 𝑦2) = 0 所确定，其中 𝐹  具有一阶连续偏

导数，试求 1
𝑥

𝜕𝑧
𝜕𝑥 + 1

𝑦
𝜕𝑧
𝜕𝑦  .
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13.  求螺旋线 𝑥 = 𝑎 cos 𝜃, 𝑦 = 𝑎 sin 𝜃, 𝑧 = 𝑏𝜃 在点 (𝑎, 0, 0) 处的切线及法平面方程

14.  求坐标原点到曲线 {𝑧=𝑥2+𝑦2

𝑥+𝑦+𝑧=1 的最短和最长距离.

四、证明题

15.  设函数 𝑓(𝑥, 𝑦) = {(𝑥2𝑦2)((𝑥2+𝑦2)
3
2)

0

𝑥2+𝑦2≠0

𝑥2+𝑦2=0
 证明: 𝑓(𝑥, 𝑦) 在点 (0, 0) 处连续且偏导

数存在, 但不可微分.
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第十章 重积分
第一节 二重积分的概念与性质

一、选择题

1.  ∬
𝐷

𝑓(𝑥, 𝑦) d 𝜎 = lim𝜆→0 ∑𝑛
𝑖=1 𝑓(𝜉𝑖, 𝜂𝑖)Δ𝜎𝑖 中 𝜆 是 （ ）

A. 最大小区间长度 B. 小区域最大面积

C. 小区域直径 D. 小区域最大直径

2.  能使得等式 ∬
𝐷

d 𝜎 = 1 成立的积分区域 𝐷 为 （ ）

A. 由直线 𝑦 = 𝑥, 𝑥 = 1, 𝑦 = 0 所围成的平面区域

B. 由直线 𝑦 = 2𝑥, 𝑥 = 1, 𝑦 = 0 所围成的平面区域

C. 由直线 |𝑥| + |𝑦| = 1 所围成的平面区域

D. 由曲线 𝑦 = sin 𝑥 (0 ≤ 𝑥 ≤ 𝜋) 与直线 𝑦 = 0 所围成的平面区域

3.  设  𝐷 是 由 直 线  𝑥 = 0, 𝑦 = 0, 𝑥 + 𝑦 = 3, 𝑥 + 𝑦 = 5 所 围 成 的 闭 区 域 ， 记  

𝐼1 = ∬
𝐷

ln(𝑥 + 𝑦) d 𝜎, 𝐼2 = ∬
𝐷

ln2(𝑥 + 𝑦) d 𝜎，则 （ ）

A. 𝐼1 < 𝐼2 B. 𝐼1 > 𝐼2

C. 𝐼2 = 2𝐼1 D. 无法比较

二、填空题

4.  设曲顶柱体的顶部曲面函数 𝑧 = 𝑓(𝑥, 𝑦)，它的底部区域为 𝐷，则曲顶柱体的体积可

表示为 

5.  设闭区域 𝐷 = {(𝑥, 𝑦) | 𝑥2 + 𝑦2 ≤ 1}，则 ∬
𝐷

d 𝜎 = 

6.  设 闭 区 域  𝐷 = {(𝑥, 𝑦) | 𝑥2 + 𝑦2 ≤ 𝑎2, 𝑥 ≥ 0, 𝑦 ≥ 0} (𝑎 > 0)， 则  

∬
𝐷

√𝑎2 − 𝑥2 − 𝑦2 d 𝜎 = 

7.  设一平面薄片在 𝑥𝑂𝑦 面内占有区域 𝐷，其面密度函数为 𝜌 = 𝑥2+𝑦2

2 ，则此薄片的质

量可表示为 
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三、计算题

8.  利用二重积分的性质估计二重积分 𝐼 = ∬
𝐷

(𝑥2 + 𝑦2 + 2) d 𝜎 的值，其中积分区

域 𝐷 = {(𝑥, 𝑦) | |𝑥| + |𝑦| ≤ 1}

第二节 二重积分的计算法（1）

一、判断题（如果错误，请加以改正）

1.  设闭区域 𝐷 由直线 𝑦 = 𝑥, 𝑦 = 1, 𝑥 = 3 所围成，要计算 ∬
𝐷

1
𝑦 ln 𝑥 d 𝜎。

（1）既可将 𝐷 视为 𝑋 型区域，也可视为 𝑌  型区域（ ）；

（2）若将 𝐷 视为 𝑋 型区域，则其相应积分限为 1 ≤ 𝑥 ≤ 3, 1 ≤ 𝑦 ≤ 𝑥（ ）；

（3）该积分的结果为 2（ ）

二、选择题

2.  设闭区域 𝐷 由 𝑥 轴和 𝑦 = sin 𝑥 (0 ≤ 𝑥 ≤ 𝜋) 所围成，则 ∬
𝐷

𝑦 d 𝜎 = （ ）

A. 𝜋
6 B. 𝜋

4 C. 𝜋
3 D. 𝜋

2

3.  设闭区域 𝐷 由 𝑦 = 𝑥2 和 𝑦 = 𝑥 + 2 所围成，则 ∬
𝐷

𝑓(𝑥, 𝑦) d 𝜎 = （ ）

A. ∫2
−1

d 𝑥 ∫𝑥+2
𝑥2 𝑓(𝑥, 𝑦) d 𝑦 B. ∫2

−1
d 𝑥 ∫2

0
𝑓(𝑥, 𝑦) d 𝑦

C. ∫1
−2

d 𝑥 ∫𝑥+2
𝑥2 𝑓(𝑥, 𝑦) d 𝑦 D. ∫1

0
d 𝑥 ∫𝑥+2

𝑥2 𝑓(𝑥, 𝑦) d 𝑦

4.  设 𝑓(𝑥, 𝑦) 是连续函数，则 ∫4
0

d 𝑥 ∫2
√

𝑥
𝑥

𝑓(𝑥, 𝑦) d 𝑦 = （ ）

A. ∫4
0

d 𝑦 ∫𝑦
𝑦2
4

𝑓(𝑥, 𝑦) d 𝑥 B. ∫4
0

d 𝑦 ∫
𝑦2
4

−𝑦
𝑓(𝑥, 𝑦) d 𝑥

C. ∫4
0

d 𝑦 ∫𝑦
1
4

𝑓(𝑥, 𝑦) d 𝑥 D. ∫4
0

d 𝑦 ∫𝑦
𝑦2
2

𝑓(𝑥, 𝑦) d 𝑥
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5.  若闭区域 𝐷 由直线 𝑥 + 𝑦 = 1, 𝑥 = 0, 𝑦 = 0 所围成，且 ∫1
0

𝑓(𝑥) d 𝑥 = ∫1
0

𝑥𝑓(𝑥) d 𝑥 ，

则 ∬
𝐷

𝑓(𝑥) d 𝜎 = （ ）

A. 2 B. 0 C. 0.5 D. 1

三、填空题

6.  已 知 闭 区 域  𝐷 = {(𝑥, 𝑦) | 𝑎 ≤ 𝑥 ≤ 𝑏, 0 ≤ 𝑦 ≤ 1}， 且  ∬
𝐷

𝑦𝑓(𝑥) d 𝜎 = 1， 则  

∫𝑏
𝑎

𝑓(𝑥) d 𝑥 = 

7.  设闭区域 𝐷 由两坐标轴与直线 𝑥 + 𝑦 = 2 所围成，若将 𝐷 视为 𝑋 型区域，则其相应

积分限为 ；若将 𝐷 视为 𝑌  型区域，则其相应积分限为 

8.  设闭区域 𝐷 由曲线 𝑦 = 𝑒𝑥 与直线 𝑥 = 0, 𝑦 = 𝑒 所围成，若将 𝐷 视为 𝑋 型区域，则

其相应积分限为 ；若将 𝐷 视为 𝑌  型区域，则其相应积分限为 

9.  设闭区域 𝐷 由曲线 𝑦2 = 2𝑥 与直线 𝑦 = 𝑥 − 4 所围成。 若将 𝐷 视为 𝑋 型区域，则

其相应积分限为 ； 若将 𝐷 视为 𝑌  型区域，则其相应积分限为 

四、计算题

10.  计算 ∬
𝐷

𝑥√𝑦 d 𝜎，其中 𝐷 是由曲线 𝑦 =
√

𝑥, 𝑦 = 𝑥2 所围成的闭区域
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11.  计算 ∬
𝐷

𝑒𝑥+𝑦 d 𝜎，其中闭区域 𝐷 = {(𝑥, 𝑦) | |𝑥| + |𝑦| ≤ 1}

12.  计算 ∬
𝐷

(𝑥2 + 𝑦2 − 𝑥) d 𝜎，其中 𝐷 是由直线 𝑦 = 2, 𝑦 = 𝑥 及 𝑦 = 2𝑥 所围成的闭

区域

第二节 二重积分的计算法（2）

一、选择题

1.  二次积分 ∫
𝜋
2

0
d 𝜃 ∫cos 𝜃

0
𝑓(𝜌 cos 𝜃, 𝜌 sin 𝜃)𝜌 d 𝜌 可写成 （ ）

A. ∫1
0

d 𝑦 ∫√𝑦−𝑦2

0
𝑓(𝑥, 𝑦) d 𝑥 B. ∫1

0
d 𝑦 ∫√1−𝑦2

0
𝑓(𝑥, 𝑦) d 𝑥

C. ∫1
0

d 𝑥 ∫1
0

𝑓(𝑥, 𝑦) d 𝑦 D. ∫1
0

d 𝑥 ∫
√

𝑥−𝑥2

0
𝑓(𝑥, 𝑦) d 𝑦

2.  设闭区域 𝐷 关于直线 𝑦 = 𝑥 对称，则有 ∬
𝐷

𝑓(𝑥, 𝑦) d 𝜎 = ∬
𝐷

𝑓(𝑦, 𝑥) d 𝜎。用此结论

可得 ∬
𝑥2+𝑦2≤2

(𝑥2 + 𝑦2

4 ) d 𝜎 = （ ）

A. 𝜋 B. 3
2𝜋 C. 5

4𝜋 D. 2𝜋
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二、填空题

3.  设闭区域 𝐷 = {(𝑥, 𝑦) | 𝑥2 + 𝑦2 ≤ 2𝑥}，则 ∬
𝐷

𝑓(𝑥, 𝑦) d 𝜎 在极坐标系下的二次积分

可表示为 

4.  设闭区域 𝐷 = {(𝑥, 𝑦) | 0 ≤ 𝑦 ≤ 1 − 𝑥, 0 ≤ 𝑥 ≤ 1}，则 ∬
𝐷

𝑓(𝑥, 𝑦) d 𝜎 在极坐标系下

的二次积分可表示为 

5.  将二次积分 ∫1
0

d 𝑥 ∫
√

2𝑎𝑥−𝑥2

0
𝑓(√𝑥2 + 𝑦2) d 𝑦 化为极坐标形式，结果为 

6.  若二重积分 ∬
𝐷

(𝑥5 + sin 𝑦3 + 3) d 𝜎 = 24 ，则闭区域 𝐷 可用不等式表示成 

三、计算题

7.  计算 ∬
𝐷

𝑥𝑦2 d 𝜎，其中 𝐷 是由圆 𝑥2 + 𝑦2 = 4 及 𝑦 轴所围成的右半闭区域

8.  计算 ∬
𝐷

|1 − 𝑥2 − 𝑦2| d 𝜎，其中闭区域 𝐷 = {(𝑥, 𝑦) | 𝑥2 + 𝑦2 ≤ 4}
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9.  计算 ∬
𝐷

𝑦
𝑥 d 𝜎，其中 𝐷 是由圆 𝑥2 + 𝑦2 = 4, 𝑥2 + 𝑦2 = 1 及直线 𝑦 = 0, 𝑦 = 𝑥 所围成

的在第一象限的闭区域

10.  （附加题）计算 ∬
𝐷

(𝑥 + 𝑦) d 𝜎，其中闭区域 𝐷 = {(𝑥, 𝑦) | 𝑥2 + 𝑦2 ≤ 𝑥 + 𝑦}

第三节 三重积分(1)

一、选择题

1.  设 空 间 闭 区 域  Ω 由 曲 面  𝑧 = 𝑥𝑦 与 平 面  𝑦 = 𝑥, 𝑥 = 1 及  𝑧 = 0 所 围 成 ， 则  

∭
Ω

𝑥𝑦2𝑧3 d 𝑣 = （ ）

A. 1
361 B. 1

362 C. 1
363 D. 1

364
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2.  设 空 间 闭 区 域  Ω 由 曲 面  𝑧 = 𝑥𝑦 及 平 面  𝑥 + 𝑦 − 1 = 0, 𝑧 = 0 所 围 成 ， 将  

∭
Ω

𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧) d 𝑣 化成三次积分为 （ ）

A. ∫1
0

d 𝑦 ∫𝑦
0

d 𝑥 ∫𝑥𝑦
0

𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧) d 𝑧

B. ∫1
0

d 𝑥 ∫1
0

d 𝑦 ∫𝑥𝑦
0

𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧) d 𝑧

C. ∫1
0

d 𝑦 ∫1−𝑦
0

d 𝑥 ∫𝑥𝑦
0

𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧) d 𝑧

D. ∫1
0

d 𝑥 ∫𝑥
0

d 𝑦 ∫𝑥𝑦
0

𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧) d 𝑧

3.  设空间闭区域 Ω 由曲面 𝑦 =
√

𝑥 及平面 𝑦 = 0, 𝑧 = 0, 𝑥 + 𝑧 = 𝜋
2  所围成，下列将 

∭
Ω

𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧) d 𝑣 化成三次积分中不正确的是 （ ）

A. ∫
𝜋
2

0
d 𝑥 ∫

√
𝑥

0
d 𝑦 ∫

𝜋
2 −𝑥

0
𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧) d 𝑧

B. ∫
𝜋
2

0
d 𝑦 ∫

√𝑦
0

d 𝑥 ∫
𝜋
2 −𝑥

0
𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧) d 𝑧

C. ∫
𝜋
2

0
d 𝑥 ∫

𝜋
2 −𝑥

0
d 𝑧 ∫

√
𝑥

0
𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧) d 𝑦

D. ∫
𝜋
2

0
d 𝑧 ∫

𝜋
2 −𝑧

0
d 𝑥 ∫

√
𝑥

0
𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧) d 𝑦

二、填空题

4.  设有一物体占有区域 Ω = {(𝑥, 𝑦, 𝑧) | 1 ≤ 𝑥 ≤ 2, 0 ≤ 𝑦 ≤ 1, 0 ≤ 𝑧 ≤ 1}，其密度函数

为 𝜌 = 𝑥 + 𝑦 + 𝑧，则该物体的质量为 

三、计算题

5.  计算 ∭
Ω

𝑥𝑧 d 𝑣，其中空间闭区域 Ω 由平面 𝑧 = 0, 𝑧 = 𝑦, 𝑦 = 1 及曲面 𝑦 = 𝑥2 所围成
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6.  计 算  ∭
Ω

𝑧 d 𝑣， 其 中 空 间 闭 区 域  Ω 由 平 面  𝑧 = ℎ 及 曲 面  𝑧 = ℎ
𝑅√𝑥2 + 𝑦2 

(𝑅 > 0, ℎ > 0) 所围成

第三节 三重积分(2)

一、选择题

1.  已知 Ω 是由曲面 4𝑧2 = 25(𝑥2 + 𝑦2) 及平面 𝑧 = 5 所围成的空间闭区域，则 

∭
Ω
(𝑥2 + 𝑦2) d 𝑣 在柱面坐标系下的三次积分为 （ ）

A. ∫2𝜋
0

d 𝜃 ∫2
0

𝜌3 d 𝜌 ∫5
0

d 𝑧 B. ∫2𝜋
0

d 𝜃 ∫4
0

𝜌3 d 𝜌 ∫5
0

d 𝑧

C. ∫2𝜋
0

d 𝜃 ∫2
0

𝜌3 d 𝜌 ∫5
5
2𝜌

d 𝑧 D. ∫2𝜋
0

d 𝜃 ∫2
0

𝜌2 d 𝜌 ∫5
0

d 𝑧

2.  设 有 空 间 闭 区 域  Ω1 = {(𝑥, 𝑦, 𝑧) | 𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2 ≤ 𝑅2, 𝑧 ≥ 0}，  

Ω2 = {(𝑥, 𝑦, 𝑧) | 𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2 ≤ 𝑅2, 𝑥 ≥ 0, 𝑦 ≥ 0, 𝑧 ≥ 0}，则 （ ）

A. ∭
Ω1

𝑥 d 𝑣 = 4 ∭
Ω2

𝑥 d 𝑣

B. ∭
Ω1

𝑦 d 𝑣 = 4 ∭
Ω2

𝑦 d 𝑣

C. ∭
Ω1

𝑧 d 𝑣 = 4 ∭
Ω2

𝑧 d 𝑣

D. ∭
Ω1

𝑥𝑦𝑧 d 𝑣 = 4 ∭
Ω2

𝑥𝑦𝑧 d 𝑣

二、填空题

3.  设  Ω 是 由 曲 面  𝑧 = 𝑥2 + 𝑦2 和  𝑧 = 2 − 𝑥2 − 𝑦2 所 围 成 的 空 间 闭 区 域 ，  则  

∭
Ω

𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧) d 𝑣 在柱面坐标系下的三次积分为 

4.  设 Ω 是由曲面 𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2 = 1 所围成的空间闭区域，则 ∭
Ω

𝑧 ln(𝑥2+𝑦2+𝑧2+1)
𝑥2+𝑦2+𝑧2+1 d 𝑣 = 
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三、计算题

5.  计算 ∭
Ω

𝑥𝑦 d 𝑣，其中 Ω 是由柱面 𝑥2 + 𝑦2 = 1 及平面 𝑧 = 1, 𝑧 = 0, 𝑥 = 0, 𝑦 = 0 所

围成且在第一卦限的空间闭区域

6.  计算 ∭
Ω

𝑧2 d 𝑣，其中 Ω 是由曲面 𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2 = 𝑅2 和 𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2 = 2𝑅𝑧 (𝑅 > 0) 

所围成的空间闭区域
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7.  计算 ∭
Ω
(𝑦2 + 𝑧2) d 𝑣，其中 Ω 是由曲线 {𝑦2=2𝑥

𝑧=0  绕 𝑥 轴旋转一周所得的曲面与平面 

𝑥 = 5 所围成的空间闭区域

8.  （附加题）试分别利用柱面坐标和球面坐标计算 ∭
Ω
(𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2) d 𝑣，其中 Ω 是

由曲面 𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2 = 1 所围成的空间闭区域

第四节 重积分的应用

一、选择题

1.  球面 𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2 = 𝑎2 含在 𝑥2 + 𝑦2 = 𝑎𝑥 (𝑎 > 0) 内部的面积为 （ ）

A. 4 ∫
𝜋
2

0
d 𝜃 ∫𝑎 cos 𝜃

0
𝑎√

𝑎2−𝑟2 𝑟 d 𝑟 B. 8 ∫
𝜋
2

0
d 𝜃 ∫𝑎 cos 𝜃

0
𝑎√

𝑎2−𝑟2 𝑟 d 𝑟

C. 16 ∫
𝜋
2

0
d 𝜃 ∫𝑎 cos 𝜃

0
𝑎√

𝑎2−𝑟2 𝑟 d 𝑟 D. 4 ∫
𝜋
2

−𝜋
2

d 𝜃 ∫𝑎 cos 𝜃
0

𝑎√
𝑎2−𝑟2 𝑟 d 𝑟
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2.  半径分别为 𝑅 和 𝑟 (0 < 𝑟 < 𝑅) 的两个圆所围成的均匀圆环状薄片（设面密度为 𝜌）

关于其中心的转动惯量 𝐼𝑂 = （ ）

A. 𝜋𝜌(𝑅4 − 𝑟4) B. 1
2𝜋𝜌(𝑅4 − 𝑟4)

C. 1
4𝜋𝜌(𝑅4 − 𝑟4) D. 1

8𝜋𝜌(𝑅4 − 𝑟4)

二、填空题

3.  设均匀平面薄片所占闭区域为 𝐷 = {(𝑥, 𝑦) | 𝑥2

𝑎2 + 𝑦2

𝑏2 ≤ 1, 𝑦 ≥ 0}，则其面积为 

，其质心坐标为 

4.  设平面闭区域 𝐷 的形心坐标为 (2, 3)，其面积为 2，则 ∬
𝐷

𝑥 d 𝜎 = ， 

∬
𝐷

𝑦 d 𝜎 = 

5.  半圆形薄片 𝑥2 + 𝑦2 ≤ 𝑅2 (𝑦 ≥ 0) 的面密度 𝜌 = 1，则其关于 𝑦 轴的转动惯量 𝐼𝑦 = 

三、计算题

6.  求两个正交圆柱面 𝑥2 + 𝑦2 = 𝑅2 及 𝑥2 + 𝑧2 = 𝑅2 所围立体的体积与表面积
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7.  在均匀半圆形薄片的直径上，要接上一个一边与直径等长的矩形薄片，为了使整个均

匀薄片的质心恰好在圆心上，问：接上去的均匀矩形薄片另外一边的长度应为多少？

8.  求由曲面 𝑧2 = 𝑥2 + 𝑦2 与平面 𝑧 = 1 所围成的立体的质心，设其密度为 𝜌 = 1 .

9.  设均匀薄片（密度 𝜌 = 1）所占的闭区域 𝐷 是 𝑥𝑂𝑦 面内由抛物线 𝑦2 = 9
2𝑥 与直线 

𝑥 = 2 所围成的，求此均匀薄片关于 𝑥 轴和 𝑦 轴的转动惯量 𝐼𝑥, 𝐼𝑦
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总习题十

一、判断题

1.  设 闭 区 域  𝐷 = {(𝑥, 𝑦) | 𝑥2 + 𝑦2 ≤ 1}， 𝐷1 为  𝐷 在  first 象 限 的 区 域 ， 则  

∬
𝐷

√1 − 𝑥2 − 𝑦2 d 𝜎 = 4 ∬
𝐷1

√1 − 𝑥2 − 𝑦2 d 𝜎 （ ）

2.  设 闭 区 域  𝐷 = {(𝑥, 𝑦) | 𝑥2 + 𝑦2 ≤ 1}， 𝐷1 为  𝐷 在 第 一 象 限 的 区 域 ， 则  

∬
𝐷

𝑥𝑦 d 𝜎 = 4 ∬
𝐷1

𝑥𝑦 d 𝜎 （ ）

3.  二重积分 ∬
𝐷

𝑓(𝑥, 𝑦) d 𝜎 的几何意义是以曲面 𝑧 = 𝑓(𝑥, 𝑦) 为曲顶，以区域 𝐷 为底面

的曲顶柱体的体积。（注：需 𝑓(𝑥, 𝑦) ≥ 0） （ ）

4.  设空间闭区域 Ω = {(𝑥, 𝑦, 𝑧) | 𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2 ≤ 𝑅2, 𝑧 ≥ 0}，Ω1 为 Ω 在第一卦限的区

域，则 ∭
Ω

𝑥 d 𝑣 = 4 ∭
Ω1

𝑥 d 𝑣 （ ）

二、选择题

5.  设 闭 区 域  𝐷 由 直 线  𝑥 = 0, 𝑦 = 0, 𝑥 + 𝑦 = 1
2 , 𝑥 + 𝑦 = 1 所 围 成 ，  记  

𝐼1 = ∬
𝐷

ln(𝑥 + 𝑦) d 𝜎， 𝐼2 = ∬
𝐷

(𝑥 + 𝑦) d 𝜎, 𝐼3 = ∬
𝐷

sin(𝑥 + 𝑦) d 𝜎， 则 𝐼1, 𝐼2, 𝐼3 间

的大小关系为 （ ）

A. 𝐼1 < 𝐼2 < 𝐼3 B. 𝐼3 < 𝐼2 < 𝐼1

C. 𝐼1 < 𝐼3 < 𝐼2 D. 𝐼2 < 𝐼1 < 𝐼3

6.  设 𝑓(𝑥, 𝑦) 是连续函数，则二次积分 ∫2
−6

d 𝑥 ∫2−𝑥
𝑥2
4 −1

𝑓(𝑥, 𝑦) d 𝑦 = （ ）

A. ∫2
−8

d 𝑦 ∫2−𝑦
2
√

𝑦+1
𝑓(𝑥, 𝑦) d 𝑥

B. ∫2
−8

d 𝑦 ∫2−𝑦
−6

𝑓(𝑥, 𝑦) d 𝑥

C. ∫2
−1

d 𝑦 ∫2
√

𝑦+1
−2

√
𝑦+1

𝑓(𝑥, 𝑦) d 𝑥 + ∫8
2

d 𝑦 ∫2−𝑦
2
√

𝑦+1
𝑓(𝑥, 𝑦) d 𝑥

D. ∫0
−1

d 𝑦 ∫2
√

𝑦+1
−2

√
𝑦+1

𝑓(𝑥, 𝑦) d 𝑥 + ∫8
0

d 𝑦 ∫2−𝑦
−2

√
𝑦+1

𝑓(𝑥, 𝑦) d 𝑥

7.  设 Ω 是由曲面 𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2 = 1 及平面 𝑥 = 0, 𝑦 = 0, 𝑧 = 0 所围成的空间闭区域在第

一卦限的部分，则 ∭
Ω

𝑥𝑦𝑧 d 𝑣 = （ ）

A. 1
48 B. 1

56 C. 1
64 D. 1

72
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三、计算题

8.  计算 ∫1
0

d 𝑥 ∫1
𝑥

𝑥2𝑒−𝑦2 d 𝑦.

9.  计算 ∬
𝐷

(𝑥2 − 𝑦2) d 𝜎，其中闭区域 𝐷 由曲线 𝑦 = sin 𝑥 (0 ≤ 𝑥 ≤ 𝜋) 和直线 𝑦 = 0 所

围成

10.  计算 ∬
𝐷

√𝑅2 − 𝑥2 − 𝑦2 d 𝜎，其中闭区域 𝐷 由圆 𝑥2 + 𝑦2 = 𝑅𝑥 所围成
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11.  计 算  ∭
Ω

1
(1+𝑥+𝑦+𝑧)3 d 𝑣， 其 中 空 间 闭 区 域  Ω 由 平 面  

𝑥 = 0, 𝑦 = 0, 𝑧 = 0, 𝑥 + 𝑦 + 𝑧 = 1 所围成

12.  计算 ∭
Ω
(𝑥2 + 𝑦2) d 𝑣，其 Ω 为曲线 {𝑦2=2𝑧

𝑥=0  绕 𝑧 轴旋转一周所得的曲面与平面 

𝑧 = 4 所围成的空间闭区域
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13.  一均匀物体（密度 𝜌 为常数）占有的空间闭区域 Ω 由曲面 𝑧 = 𝑥2 + 𝑦2 和平面 𝑧 = 0 ， 

|𝑥| = 𝑎, |𝑦| = 𝑎 所围成，求： （1）物体的体积； (2) 物体的质心； （3）物体关于 

𝑧 轴的转动惯量
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第十一章 曲线积分与曲面积分
第一节 对弧长的曲线积分

一、选择题

1.  设 𝐿 为从点 𝐴(1, 0) 到点 𝐵(−1, 2) 的线段，则 ∫
𝐿
(𝑥 + 𝑦) d 𝑠 = （ ）

A.
√

2 B. 2
√

2 C. 2 D. 0

2.  ∮
𝐿
(𝑥2 + 𝑦2) d 𝑠 =，其中 𝐿 为圆 𝑥2 + 𝑦2 = 1 （ ）

A. ∫0
2𝜋

d 𝜃 B. ∫2𝜋
0

d 𝜃

C. ∫2𝜋
0

𝑟2 d 𝜃 D. ∫2𝜋
0

√
2 d 𝜃

3.  ∫
𝐿

𝑥 d 𝑠 =，其中 𝐿 为抛物线 𝑦 = 𝑥2 上相应于 𝑥 从 0 到 1 的一段弧 （ ）

A. 1
12(5

√
5−1)

B. 5
√

5 − 1

C. 1
12 D. 1

8(5
√

5−1)

4.  设 𝑂𝑀  为从点 𝑂(0, 0) 到点 𝑀(1, 1) 的线段，则与 ∫
𝑂𝑀

e√𝑥2+𝑦2 d 𝑠 不相等的积分

是 （ ）

A. ∫1
0

√
2e

√
2𝑥 d 𝑥 B. ∫1

0

√
2e

√
2𝑦 d 𝑦

C. ∫
√

2
0

√
2e𝑟 d 𝑟 D. ∫

√
2

0
e𝑟 d 𝑟

二、填空题

5.  设 𝐿 为曲线 {
𝑥=2 cos 𝑡
𝑦=2 sin 𝑡
𝑧=𝑡

，介于 𝑡 = 0 到 𝑡 = 𝜋 的一段弧，则 ∫
𝐿

𝑧
𝑥2+𝑦2 d 𝑠 = 

6.  设 𝐿 : {𝑥=𝑎 cos 𝑡
𝑦=𝑎 sin 𝑡  (0 ≤ 𝑡 ≤ 2𝜋, 𝑎 > 0)，则 ∮

𝐿
(𝑥2 + 𝑦2)𝑛 d 𝑠 = 

7.  设在 𝑥𝑂𝑦 面内有一线密度为 𝜇(𝑥, 𝑦) 的曲线弧 𝐿，则： 此曲线弧关于 𝑥 轴的转动惯量

为 𝐼𝑥 = ； 关于 𝑦 轴的转动惯量为 𝐼𝑦 = ； 其质心坐标 (𝑥, 𝑦) 中： 𝑥 = 

，𝑦 = 

168



三、计算题

8.  计算 ∫
𝐿
(2𝑥 − 𝑦) d 𝑠，其中 𝐿 为联结点 (0, 0), (1, 0), (0, 1) 的闭折线

9.  计算 ∮
𝐿

𝑥 d 𝑠，其中 𝐿 为由直线 𝑦 = 𝑥 及抛物线 𝑦 = 𝑥2 所围成闭区域的整个边界

10.  计算 ∮
𝐿

e√𝑥2+𝑦2 d 𝑠，其中 𝐿 为圆 𝑥2 + 𝑦2 = 𝑎2，直线 𝑦 = 𝑥 和 𝑥 轴在第一象限所

围成扇形的整个边界
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11.  计算 ∫
𝐿

𝑥𝑦𝑧 d 𝑠，其中 𝐿 为曲线弧 𝑥 = 𝑡, 𝑦 = 2
3
√

2𝑡
3
2
, 𝑧 = 1

2𝑡2  (0 ≤ 𝑡 ≤ 1)

12.  （附加题）计算 ∮
𝐿
(2𝑦2 + 𝑧2) d 𝑠，其中 𝐿 为球面 𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2 = 𝑎2 与平面 𝑥 = 𝑦 

相交的圆

第二节 对坐标的曲线积分

一、选择题

1.  设 𝐿 为抛物线 𝑦 = 𝑥2 上从点 𝐴(1, 1) 到点 𝐵(0, 0) 的一段弧，则 ∫
𝐿

𝑥 d 𝑦 = （ ）

A. ∫1
0

2𝑥2 d 𝑥 B. ∫0
1

𝑥 d 𝑦

C. ∫0
1

2𝑥2 d 𝑥 D. ∫1
0

√𝑦 d 𝑦

2.  设 𝐿 为从点 (𝑎, 0) 到点 (−𝑎, 0) 的线段，则 ∫
𝐿
(𝑥 + 𝑦2) d 𝑥 = （ ）

A. 𝑎2

2 B. 2𝑎 C. 1 D. 0
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3.  设  𝐿 为 抛 物 线  2𝑦 = 𝑥2 上 从 点  𝐴(1, 1
2) 到 点  𝐵(2, 2) 的 一 段 弧 ， 则  

∫
𝐿

2𝑥
𝑦 d 𝑥 − 𝑥2

𝑦2 d 𝑦 = （ ）

A. −3 B. 0 C. 3
2 D. 3

4.  设  𝐿 为 从 点  (0, 0) 沿 折 线  𝑦 = 1 − |𝑥 − 1| 到 点  𝐴(2, 0) 的 折 线 段 ， 则  

∫
𝐿

−𝑦 d 𝑥 + 𝑥 d 𝑦 = （ ）

A. 0 B. −1 C. 2 D. −2

二、填空题

5.  设 𝐿 为抛物线 𝑦 = 𝑥2 上从点 𝐴(0, 0) 到点 𝐵(1, 1) 的一段弧，则 ∫
𝐿

𝑥 d 𝑦 = 

6.  设 𝐿 为曲线 𝑦 =
√

𝑥 上从点 𝐴(0, 0) 到点 𝐵(1, 1) 的一段弧，则将对坐标的曲线积分 

∫
𝐿

𝑃(𝑥, 𝑦) d 𝑥 + 𝑄(𝑥, 𝑦) d 𝑦 化为对弧长的曲线积分是 

7.  设 𝐿 是上半圆 𝑥2 + 𝑦2 = 2𝑥 从点 (0, 0) 到点 (1, 1) 的一段弧，则将对坐标的曲线积

分 ∫
𝐿

𝑃(𝑥, 𝑦) d 𝑥 + 𝑄(𝑥, 𝑦) d 𝑦 化为对弧长的曲线积分是 

8.  在力 𝑭 = (𝑥, −𝑦, 𝑥) 的作用下，质点从点 (0, 0, 0) 沿曲线 𝐿 : {
𝑥=𝑡
𝑦=2𝑡
𝑧=𝑡2

 移至点 (1, 2, 1)，

则力 𝑭  所做的功为 

三、计算题

9.  计算 ∫
𝐿
(𝑥2 − 𝑦2) d 𝑥，其中 𝐿 为抛物线 𝑦 = 𝑥2 上从点 (0, 0) 到点 (2, 4) 的一段弧
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10.  计算 𝐼 = ∫
𝑂𝐴

(𝑥2 − 𝑦2) d 𝑥 + 𝑥𝑦 d 𝑦，其中点 𝑂(0, 0)，点 𝐴(1, 1)，𝑂𝐴 为：

(1) 直线 𝑦 = 𝑥 上从点 𝑂 到点 𝐴 的线段； (2) 从点 𝑂 经点 (1, 0) 到点 𝐴 的折线段； 

(3) 抛物线 𝑦 = 𝑥2 上从点 𝑂 到点 𝐴 的一段弧； (4) 从点 𝑂 经点 (0, 1) 到点 𝐴 的折

线段

11.  计算 ∫
𝐿
(𝑥2 + 2𝑥𝑦) d 𝑥 + (𝑥2 + 𝑦4) d 𝑦，其中 𝐿 为：

(1) 沿抛物线 𝑦 = 𝑥2 从点 𝑂(0, 0) 到点 𝐴(1, 1) 的一段弧； (2) 沿直线从点 𝑂(0, 0) 经

点 𝐵(1, 0) 到点 𝐴(1, 1) 的折线段； (3) 沿直线从点 𝑂(0, 0) 经点 𝐶(0, 1) 到点 𝐴(1, 1) 

的折线段； (4) 沿曲线 𝑦 = sin(𝜋𝑥
2 ) 从点 𝑂(0, 0) 到点 𝐴(1, 1) 的一段弧
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第三节 格林公式及其应用（1）

一、选择题

1.  设有界闭区域 𝐷 由分段光滑曲线 𝐿 围成，𝐿 取正向。若函数 𝑃(𝑥, 𝑦), 𝑄(𝑥, 𝑦) 在 𝐷 上

具有一阶连续偏导数，则 ∮
𝐿

𝑃 d 𝑥 + 𝑄 d 𝑦 = （ ）

A. ∬
𝐷

(𝜕𝑃
𝜕𝑦 − 𝜕𝑄

𝜕𝑥 ) d 𝜎 B. ∬
𝐷

(𝜕𝑄
𝜕𝑦 − 𝜕𝑃

𝜕𝑥 ) d 𝜎

C. ∬
𝐷

(𝜕𝑃
𝜕𝑥 − 𝜕𝑄

𝜕𝑦 ) d 𝜎 D. ∬
𝐷

(𝜕𝑄
𝜕𝑥 − 𝜕𝑃

𝜕𝑦 ) d 𝜎

2.  设 𝐿 : 𝑥2 + 𝑦2 = 𝑎2，取逆时针方向，则 ∮
𝐿

𝑥𝑦2 d 𝑦 − 𝑥2𝑦 d 𝑥 = （ ）

A. 𝜋𝑎2

2 B. −𝜋𝑎4

2 C. 𝜋𝑎4

2 D. −𝜋𝑎4

3.  设面积为 3 的平面有界闭区域 𝐷 由分段光滑曲线 𝐿 围成，𝐿 取正向，则 

∮
𝐿

𝑦 d 𝑥 + 2 d 𝑦 = （ ）

A. 3 B. −3

C. −1 D. 无法计算

二、填空题

4.  设 𝐿 : 𝑥2 + 𝑦2 = 9，取顺时针方向，则 ∮
𝐿
(2𝑥 − 𝑦 + 4) d 𝑥 + (5𝑦 + 3𝑥 − 6) d 𝑦 = 

5.  设 𝐿 为椭圆 𝑥2

𝑎2 + 𝑦2

𝑏2 = 1 的正向边界，则 ∮
𝐿

𝑥 d 𝑦 − 𝑦 d 𝑥 = 

6.  设 𝐿 为圆 𝑥2 + 𝑦2 = 1 上从点 (1, 0)经点 (0, 1) 到点 (−1, 0) 的一段弧，则 ∫
𝐿

e𝑦2 d 𝑦 = 
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三、计算题

7.  利用格林公式计算 ∬
𝐷

𝑥 d 𝜎，其中 𝐷 是以三点 𝑂(0, 0), 𝐴(2, 0), 𝐵(2, 2) 为顶点的三

角形闭区域

8.  计算 ∮
𝐿
(2𝑥𝑦 − 𝑥2) d 𝑥 + (𝑥 + 𝑦2) d 𝑦，其中 𝐿 为由抛物线 𝑦 = 𝑥2 和 𝑦2 = 𝑥 所围成

的区域的正向边界曲线
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9.  计算 ∫
𝐿
(e𝑥 sin 𝑦 − 𝑚𝑦) d 𝑥 + (e𝑥 cos 𝑦 − 𝑚) d 𝑦，其中 𝐿 为圆 𝑥2 + 𝑦2 = 𝑎𝑥 (𝑎 > 0) 

上从点 (𝑎, 0) 到点 (0, 0) 的上半部分

10.  计算 
∮

𝐿
(𝑥+𝑦) d 𝑥−(𝑥−𝑦) d 𝑦

𝑥2+𝑦2 ，其中 𝐿 为一条无重点、分段光滑且不经过坐标原点的连

续闭曲线，取逆时针方向

第三节 格林公式及其应用（2）

一、选择题

1.  设函数 𝑓(𝑥) 连续可微且 𝑓(0) = −2， ∫
𝐿
((𝑦 sin 2𝑥 − 𝑦𝑓(𝑥) tan 𝑥) d 𝑥 + 𝑓(𝑥) d 𝑦) 与

路径无关，则 𝑓(𝑥) = （ ）

A. − 2
3 cos2 𝑥 − 4

3 cos 𝑥 B. −2 cos2 𝑥

C. −2 cos 𝑥 D. − 2
3 cos 𝑥 − 4

3 cos 𝑥

2.  
∫

𝐿
2𝑥(𝑥2+𝑦2)𝛼

𝑦 d 𝑥 − 𝑥2(𝑥2+𝑦2)𝛼

𝑦2 d 𝑦  在不与 𝑥 轴相交的区域上与路径无关，则 𝛼 = （ ）

A. 1
2 B. −1

2 C. 任意值 D. 0
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3.  若 ∫
𝐿
(𝑥2 − 3𝑦) d 𝑥 + (𝑎𝑥 − sin2 𝑦) d 𝑦 与路径无关，则 𝑎 = （ ）

A. −1
3 B. −3 C. 1

3 D. 3

4.  下列式子中不是某一函数 𝑢(𝑥, 𝑦) 的全微分的是 （ ）

A. (𝑥 + 2𝑦) d 𝑥 + (2𝑥 + 𝑦) d 𝑦 B. 2𝑥𝑦 d 𝑥 + 𝑥2 d 𝑦

C. e𝑦 d 𝑥 + (𝑥e𝑦 − 2𝑦) d 𝑦 D. (𝑥2 + 𝑦2) d 𝑥 + 𝑥𝑦 d 𝑦

二、填空题

5.  设 有 函 数  𝑢(𝑥, 𝑦)， 已 知  𝑢(0, 0) = 1， 且 全 微 分  

d 𝑢 = (2𝑥 cos 𝑦 − 𝑦𝜆 sin 𝑥) d 𝑥 + (2𝑦 cos 𝑥 − 𝑥𝜆 sin 𝑦) d 𝑦，则 𝜆 = ，𝑢(𝑥, 𝑦) = 

6.  为使得 ∫
𝐴𝐵

𝑓(𝑥, 𝑦)(𝑦 d 𝑥 + 𝑥 d 𝑦) 与路径无关，则可微函数 𝑓(𝑥, 𝑦) 应满足 

三、计算题

7.  证明：曲线积分 ∫(3,4)
(1,2)

(6𝑥𝑦2 − 𝑦3) d 𝑥 + (6𝑥2𝑦 − 3𝑥𝑦2) d 𝑦 在整个 𝑥𝑂𝑦 面内与路径

无关，并计算积分值
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8.  验证：(3𝑥2𝑦 + 8𝑥𝑦2) d 𝑥 + (𝑥3 + 8𝑥2𝑦 + 12𝑦e𝑦) d 𝑦 在整个 𝑥𝑂𝑦 面内是某一函数 

𝑢(𝑥, 𝑦) 的全微分，并求出这样的一个 𝑢(𝑥, 𝑦)

9.  计 算  ∫
𝐿

e𝑥 cos 𝑦 d 𝑦 + e𝑥 sin 𝑦 d 𝑥， 其 中  𝐿 为 点  𝑂(0, 0) 沿 摆 线  

𝑥 = 𝑎(𝑡 − sin 𝑡), 𝑦 = 𝑎(1 − cos 𝑡) 到点 𝐴(𝑎(𝜋
2 − 1), 𝑎) (𝑎 > 0) 的一段弧
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10.  （ 附 加 题 ） 设  𝑄(𝑥, 𝑦) 在  𝑥𝑂𝑦 面 上 有 一 阶 连 续 偏 导 数 ，

∫
𝐿

2𝑥𝑦 d 𝑥 + 𝑄(𝑥, 𝑦) d 𝑦 与 路 径 无 关 ， 并 且 对 于 任 意 的  𝑡， 有  

∫(𝑡,1)
(0,0)

2𝑥𝑦 d 𝑥 + 𝑄(𝑥, 𝑦) d 𝑦 = ∫(1,𝑡)
(0,0)

2𝑥𝑦 d 𝑥 + 𝑄(𝑥, 𝑦) d 𝑦，求 𝑄(𝑥, 𝑦)

第四节 对面积的曲面积分

一、选择题

1.  设 Σ 为抛物面 𝑧 = 2 − 𝑥2 − 𝑦2 在 𝑥𝑂𝑦 面上方的部分，则 ∬
Σ

d 𝑆 = （ ）

A. ∫2𝜋
0

d 𝜃 ∫1
0

√
1 + 4𝑟2𝑟 d 𝑟

B. ∫2𝜋
0

d 𝜃 ∫2
0

√
1 + 4𝑟2𝑟 d 𝑟

C. ∫2𝜋
0

d 𝜃 ∫2
0
(2 − 𝑟2)

√
1 + 4𝑟2𝑟 d 𝑟

D. ∫2𝜋
0

d 𝜃 ∫
√

2
0

√
1 + 4𝑟2𝑟 d 𝑟

2.  设有一曲面 Σ，其面密度为 𝜌(𝑥, 𝑦, 𝑧)，则曲面 Σ 关于 𝑥 轴的转动惯量为 （ ）

A. ∬
Σ

𝑥 d 𝑆 B. ∬
Σ

𝑥𝜌(𝑥, 𝑦, 𝑧) d 𝑆

C. ∬
Σ

𝑥2 d 𝑆 D. ∬
Σ
(𝑦2 + 𝑧2)𝜌(𝑥, 𝑦, 𝑧) d 𝑆

二、填空题

3.  设 Σ 为柱面 𝑥2 + 𝑦2 = 𝑎2 (𝑎 > 0) 在 0 ≤ 𝑧 ≤ ℎ 之间的部分，则 ∬
Σ

d 𝑆 = ，

∬
Σ

𝑥 d 𝑆 = ，∬
Σ

𝑥2 d 𝑆 = 

4.  设 Σ 为球面 𝑧 = 1 + √1 − 𝑥2 − 𝑦2，则 ∬
Σ
(𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧

2) d 𝑆 = 

5.  设 Σ 为圆锥面 𝑧 = √𝑥2 + 𝑦2 被圆柱面 𝑥2 + 𝑦2 = 2𝑎𝑥 (𝑎 > 0) 所截的部分，则 

∬
Σ
(𝑥𝑦 + 𝑦𝑧 + 𝑧𝑥) d 𝑆 = 
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三、计算题

6.  计算 ∬
Σ
(𝑧 + 2𝑥 + 4

3𝑦) d 𝑆，其中 Σ 为平面 𝑥
2 + 𝑦

3 + 𝑧
4 = 1 在第一卦限的部分

7.  计算 ∬
Σ
(𝑥 + 𝑦 + 𝑧) d 𝑆，其中 Σ 为球面 𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2 = 𝑎2 在 𝑧 ≥ ℎ (0 < ℎ < 𝑎) 的

部分

8.  计算 ∬
Σ
(𝑥2 + 1

2𝑦2 + 1
4𝑧2 ) d 𝑆，其中 Σ 为球面 𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2 = 𝑅2
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9.  求球面 𝑧 = √𝑎2 − 𝑥2 − 𝑦2 在柱面 𝑥2 + 𝑦2 = 𝑎𝑥 内部的表面积

10.  求抛物面壳 𝑧 = 1
2(𝑥2+𝑦2)  (0 ≤ 𝑧 ≤ 1) 的质量，已知壳的面密度为 𝜌 = 𝑧

第五节 对坐标的曲面积分

一、选择题

1.  设 Σ 为平面 𝑧 = 0 (|𝑥| ≤ 1, |𝑦| ≤ 1)，方向向下，则 ∬
Σ

d 𝑥 d 𝑦 = （ ）

A. 1 B. ∬
𝐷𝑥𝑦

d 𝑥 d 𝑦

C. − ∬
𝐷𝑥𝑦

d 𝑥 d 𝑦 D. 0

2.  设 Σ 为平面 𝑧 = 0 (𝑥2 + 𝑦2 ≤ 𝑅2) 的上侧，则 ∬
Σ
(𝑥2 + 𝑦2) d 𝑥 d 𝑦 = （ ）

A. ∬
𝑥2+𝑦2≤𝑅2 𝑅2 d 𝑥 d 𝑦 = 𝜋𝑅4

B. − ∬
𝑥2+𝑦2≤𝑅2 𝑅2 d 𝑥 d 𝑦 = −𝜋𝑅4

C. ∫2𝜋
0

d 𝜃 ∫𝑅
0

𝑟3 d 𝑟 = 𝜋𝑅4

2

D. 0
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二、填空题

3.  设 Σ 为方程 𝑧 = 𝑧(𝑥, 𝑦) 所给曲面的下侧，𝐷𝑥𝑦 为曲面 Σ 在 𝑥𝑂𝑦 面上的投影区域，则

曲面积分 ∬
Σ

𝑅(𝑥, 𝑦, 𝑧) d 𝑥 d 𝑦 可化为二重积分 

4.  设 Σ 是球面 𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2 = 𝑎2 的外侧，则 ∬
Σ

𝑧 d 𝑥 d 𝑦 = 

5.  设 Σ 是柱面 𝑥2 + 𝑦2 = 4 介于 1 ≤ 𝑧 ≤ 3 之间的部分，其法向量指向 𝑧 轴，则 

∬
Σ

√𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2 d 𝑥 d 𝑦 = 

6.  ∬
Σ

𝑧 d 𝑥 d 𝑦 + 𝑥 d 𝑦 d 𝑧 + 𝑦 d 𝑧 d 𝑥 = ，其中 Σ 为柱面 𝑥2 + 𝑦2 = 𝑎2 被

平面 𝑧 = 1 和 𝑧 = 4 所截的在第一卦限部分的前侧

7.  设  Σ 为 平 面  3𝑥 + 2𝑦 + 2
√

3𝑧 = 6 在 第 一 卦 限 部 分 的 上 侧 ， 将  

∬
Σ

𝑅 d 𝑥 d 𝑦 + 𝑃 d 𝑦 d 𝑧 + 𝑄 d 𝑧 d 𝑥 化为对面积的曲面积分是 

三、计算题

8.  计算下列对坐标的曲面积分：

(1) ∬
Σ

𝑥2𝑦2𝑧 d 𝑥 d 𝑦， 其 中  Σ 为 球 面  𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2 = 𝑅2 的 下 半 部 分 的 下

侧 ；  (2) ∬
Σ

𝑧 d 𝑥 d 𝑦 + 𝑥 d 𝑦 d 𝑧 + 𝑦 d 𝑧 d 𝑥， 其 中  Σ 为 柱 面  𝑥2 + 𝑦2 = 1 

被 平 面  𝑧 = 0 及  𝑧 = 3 所 截 的 在 第 一 卦 限 内 的 部 分 的 前 侧 ；  (3) 

∬
Σ
[𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧) + 𝑥] d 𝑦 d 𝑧 + [2𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧) + 𝑦] d 𝑧 d 𝑥 + [𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧) + 𝑧] d 𝑥 d 𝑦，其中 

𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧) 为连续函数，Σ 为平面 𝑥 − 𝑦 + 𝑧 = 1 在第四卦限部分的上侧
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四、证明题

9.  设  𝑅 是 定 义 在 光 滑 曲 面  𝑆 : 𝑧 = 𝑧(𝑥, 𝑦), (𝑥, 𝑦) ∈ 𝐷𝑥𝑦 上 的 连 续 函 数 ，

以  𝑆 的 上 侧 为 正 侧 （  𝑆 的 法 线 方 向 与  𝑧 轴 成 锐 角 ）， 证 明 ： 

∬
𝑆

𝑅(𝑥, 𝑦, 𝑧) d 𝑥 d 𝑦 = ∬
𝐷𝑥𝑦

𝑅(𝑥, 𝑦, 𝑧(𝑥, 𝑦)) d 𝑥 d 𝑦

第六节 高斯公式 通量与散度

一、选择题

1.  设函数 𝑓(𝑢) 具有连续导数，Σ 是曲面 𝑦 = 𝑥2 + 𝑧2 与 𝑦 = 8 − 𝑥2 − 𝑧2 所围成立体表

面的外侧，则 
∬

Σ
1

𝑦𝑓(𝑥
𝑦) d 𝑦 d 𝑧

+ 1
𝑥𝑓(𝑥

𝑦) d 𝑧 d 𝑥
+ 𝑧 d 𝑥 d 𝑦 = （ ）

A. 16𝜋 B. −16𝜋

C. −8𝜋 D. 因 𝑓(𝑢) 未知, 故无法确定

2.  设 Σ 是球面 𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2 = 𝑎2 的外侧，则 ∬
Σ

𝑧 d 𝑥 d 𝑦 = （ ）

A. 0 B. 4
3𝜋𝑎3 C. 4𝜋𝑎3 D. 1

2𝜋𝑎4

3.  设流速场 𝒗 = (0, 0, 1)，则流过球面 𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2 = 𝑅2 的通量为 （ ）

A. 0 B. 4𝜋𝑅2 C. 4
3𝜋𝑅3 D. 1

二、填空题

4.  设 cos 𝛼, cos 𝛽, cos 𝛾 是光滑闭曲面 Σ 的外法向量的方向余弦， Σ 所围的空间闭区域

为 Ω（坐标原点在 Ω 外）， 则用高斯公式化曲面积分为重积分时，有 
∬

Σ
(𝑥 cos 𝛼+𝑦 cos 𝛽+𝑧 cos 𝛾)
(√𝑥2+𝑦2+𝑧2) d 𝑆

 

= 
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5.  设 Ω 是由光滑闭曲面 Σ 所围成的空间闭区域，其体积记为 𝑉 ，则沿 Σ 外侧的积分 

∬
Σ
(𝑧 − 𝑦) d 𝑥 d 𝑦 + (𝑦 − 𝑥) d 𝑧 d 𝑥 + (𝑥 − 𝑧) d 𝑦 d 𝑧 = 

6.  设 Σ 为球面 𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2 = 𝑎2，则 ∬
Σ
(𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2) d 𝑆 = 

7.  设 空 间 闭 区 域  Ω 由 曲 面  𝑧 = 𝑎2 − 𝑥2 − 𝑦2 与 平 面  𝑧 = 0 所 围 成 ，  其

中  𝑎 为 正 整 数 ， 记 闭 区 域  Ω 的 表 面 外 侧 为  𝑆， Ω 的 体 积 为  𝑉 ，  则  

∬
𝑆

𝑥2𝑦𝑧2 d 𝑦 d 𝑧 − 𝑥𝑦2𝑧2 d 𝑧 d 𝑥 + 𝑧(1 + 𝑥𝑦𝑧) d 𝑥 d 𝑦 = 

8.  设有向量场 𝑨 = (𝑥2𝑦 + 𝑦3)𝒊 + (𝑥3 − 𝑥𝑦2)𝒋，则 div 𝑨 = 

9.  向量场 𝑨 = (𝑥2𝑦𝑧, 𝑧𝑦2𝑥, 𝑥𝑦𝑧2) 在点 𝑀(1, 3, 2) 处的散度 div 𝑨 = 

10.  设函数 𝑢 = ln √𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2，则 div(grad 𝑢) |(1,1,1) = 

三、计算题

11.  求向量场 𝑨 的散度，其中 𝑨 = e𝑥𝑦𝒊 + cos(𝑥𝑦)𝒋 + cos(𝑥𝑧2)𝒌
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12.  利用高斯公式计算下列曲面积分：

(1) ∬
Σ

𝑥2 d 𝑦 d 𝑧 + 𝑦2 d 𝑧 d 𝑥 + 𝑧2 d 𝑥 d 𝑦， 其 中  Σ 为 平 面  

𝑥 = 0, 𝑦 = 0, 𝑧 = 0, 𝑥 = 𝑎, 𝑦 = 𝑎, 𝑧 = 𝑎 所 围 成 立 体 表 面 的 外 侧 ；  (2) 

∬
Σ

𝑥3 d 𝑦 d 𝑧 + 𝑦3 d 𝑧 d 𝑥 + 𝑧3 d 𝑥 d 𝑦，其中 Σ 为球面 𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2 = 𝑎2 的外侧； 

(3) ∬
Σ

𝑥 d 𝑦 d 𝑧 + 𝑦 d 𝑧 d 𝑥 + 𝑧 d 𝑥 d 𝑦，其中 Σ 为介于 𝑧 = 0, 𝑧 = 3 之间的圆柱

体 𝑥2 + 𝑦2 ≤ 9 的整个表面的外侧

13.  求向量场 𝑨 = (2𝑥 + 3𝑧)𝒊 − (𝑥𝑧 + 𝑦)𝒋 + (𝑦2 + 2𝑧)𝒌 穿过曲面 Σ 流向指定侧的通量，

其中 Σ 是以点 (3, −1, 2) 为球心，半径 𝑅 = 3 的球面，流向外侧
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第七节 斯托克斯公式 环流量与旋度

一、选择题

1.  设 有 曲 线  Γ : {𝑥2+𝑦2+𝑧2=𝑎2

𝑥+𝑦+𝑧=0  从  𝑧 轴 正 向 看 去 为 逆 时 针 方 向 ， 则  

∮
Γ

𝑦 d 𝑥 + 𝑧 d 𝑦 + 𝑥 d 𝑧 = （ ）

A.
√

2𝜋𝑎2 B. −
√

2𝜋𝑎2

C. −
√

3𝜋𝑎2 D.
√

3𝜋𝑎2

2.  ∮
𝐿
(𝑧 − 𝑦) d 𝑥 + (𝑥 − 𝑧) d 𝑦 + (𝑦 − 𝑥) d 𝑧 =， 其 中  𝐿 为 以 三 点  

𝐴(𝑎, 0, 0), 𝐵(0, 𝑎, 0), 𝐶(0, 0, 𝑎) 为顶点的三角形边界，沿 𝐴𝐵𝐶𝐴 的方向 （ ）

A. 3𝑎2 B. −3𝑎2 C.
√

3𝑎2 D. −
√

3𝑎2

3.  若 𝐿 为平面 𝑥 cos 𝛼 + 𝑦 cos 𝛽 + 𝑧 cos 𝛾 = 𝜌 上的闭曲线，它所包围区域的面积为 𝑆，

则 ∮
𝐿
(cos 𝛼 d 𝑥 + cos 𝛽 d 𝑦 + cos 𝛾 d 𝑧) = （ ）

A. 0 B. S C. 2𝑆 D.
√

2𝑆

二、填空题

4.  向量场 𝑨 = (𝑥 + 𝑦 + 𝑧, 𝑦𝑥, 𝑧) 的旋度 rot 𝑨 = 

5.  设函数 𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧) 具有二阶连续偏导数，则 rot(grad 𝑓) = 

6.  设函数 𝑢 = ln √𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2，则 rot(grad 𝑢) |(1,0,1) = 

7.  设 𝐿 为柱面 𝑥2 + 𝑦2 = 1 与平面 𝑦 + 𝑧 = 0 的交线，从 𝑧 轴正向看去为逆时针方向，

则 ∮
𝐿

𝑧 d 𝑥 + 𝑦 d 𝑧 = 

8.  设 𝐿 为柱面 𝑥2 + 𝑦2 = 1 与平面 𝑧 = 𝑥 + 𝑦 的交线，从 𝑧 轴正向看去为逆时针方向，

则 ∮
𝐿

𝑥𝑧 d 𝑥 + 𝑥 d 𝑦 + 𝑦2

2 d 𝑧 = 
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三、计算题

9.  利 用 斯 托 克 斯 公 式 计 算 积 分  ∮
Γ

𝑦 d 𝑥 + 𝑧 d 𝑦 + 𝑥 d 𝑧， 其 中  Γ 为 圆  

𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2 = 𝑎2, 𝑥 + 𝑦 + 𝑧 = 0，从 𝑥 轴正向看去为逆时针方向

10.  求向量场 𝑨 = (2𝑧 − 3𝑦)𝒊 + (3𝑥 − 𝑧)𝒋 + (𝑦 − 2𝑥)𝒌 的旋度

总习题十一

一、选择题

1.  设 𝐿 为以三点 𝑂(0, 0), 𝐴(1, 0), 𝐵(0, 1) 为顶点的三角形边界，则 ∫
𝐿
(𝑥 + 𝑦) d 𝑠 = 

（ ）

A.
√

2 B. 2 +
√

2 C. 1 +
√

2 D. 1 + 2
√

2
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2.  设 𝐿 为抛物线 𝑦2 = 𝑥 上从点 𝐴(1, −1) 到点 𝐵(1, 1) 的一段弧，𝑃(𝑥, 𝑦) 是连续函数，

则 ∫
𝐿

𝑃(𝑥, 𝑦) d 𝑥 = （ ）

A. 2 ∫1
0

𝑃(𝑥,
√

𝑥) d 𝑥

B. 2 ∫0
−1

𝑃(𝑥, −
√

𝑥) d 𝑥

C. ∫1
0

𝑃(𝑥, −
√

𝑥) d 𝑥 + ∫1
0

𝑃(𝑥,
√

𝑥) d 𝑥

D. ∫0
1

𝑃(𝑥, −
√

𝑥) d 𝑥 + ∫1
0

𝑃(𝑥,
√

𝑥) d 𝑥

3.  设 𝐿 为圆 𝑥2 + 𝑦2 = −2𝑥 的正向边界，则 ∮
𝐿
(𝑥3 − 𝑦) d 𝑥 + (𝑥 − 𝑦3) d 𝑦 = （ ）

A. −2𝜋 B. 0 C. 3
2𝜋 D. 2𝜋

4.  设 Σ 为平面 2𝑥 + 2𝑦 + 𝑧 − 2 = 0 被三个坐标面所截的在第一卦限的部分，则 

∬
Σ
(2𝑥 + 2𝑦 + 𝑧) d 𝑆 = （ ）

A. 3
4 B. 3

2 C. 3 D. 6

5.  已知 (𝑥+𝑎𝑦) d 𝑥+𝑦 d 𝑦
(𝑥+𝑦)2  为某个函数的全微分，则 𝑎 = （ ）

A. −1 B. 0 C. 1 D. 2

6.  设 ∫
𝐿

𝑥𝑦2 d 𝑥 + 𝜓(𝑦)𝑥 d 𝑦 与路径无关，其中 𝜓(𝑦) 具有连续导数，且 𝜓(0) = 0 ，则 

∫(1,1)
(0,0)

𝑥𝑦2 d 𝑥 + 𝜓(𝑦)𝑥 d 𝑦 = （ ）

A. 3
8 B. 1

2 C. 3
4 D. 1

7.  设 𝑆 是平面 𝑥 + 𝑦 + 𝑧 = 4 被柱面 𝑥2 + 𝑦2 = 1 截出的有限部分，则 ∬
𝑆

𝑦 d 𝑆 = 

（ ）

A. 0 B. 4
3
√

3 C. 4
√

3 D. 𝜋

二、填空题

8.  设 𝐿 为圆 𝑥2 + 𝑦2 = 𝑎2 在第一象限的部分，则 ∫
𝐿

𝑥𝑦 d 𝑠 = 

9.  设  𝐿 为 抛 物 线  𝑦 = 𝑥2 上 从 点  𝑂(0, 0) 到 点  𝐴(1, 1) 的 一 段 弧 ， 则  

∫
𝐿

𝑥𝑦 d 𝑥 + (𝑦 − 𝑥) d 𝑦 = 
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10.  设有一质量分布均匀的曲面 Σ，在点 (𝑥, 𝑦, 𝑧) 处的面密度为 𝜌(𝑥, 𝑦, 𝑧)，则该曲面关

于 𝑧 轴的转动惯量 𝐼𝑧 = 

11.  设光滑闭曲面 Σ 围成的空间区域为 Ω，则利用高斯公式化曲面积分为重积分时，有 

∬
Σ

𝑥𝑦 d 𝑥 d 𝑦 + 𝑧𝑥 d 𝑧 d 𝑥 + 𝑦𝑧 d 𝑦 d 𝑧 = 

12.  设  𝐿 为  𝑥𝑂𝑦 面 上 沿 顺 时 针 方 向 绕 行 的 闭 曲 线 ， 且  

∮
𝐿
(𝑥 − 2𝑦) d 𝑥 + (4𝑥 + 3𝑦) d 𝑦 = −9，则 𝐿 所围成平面区域 𝐷 的面积为 

13.  设 (𝑎𝑥𝑦3 − 𝑦2 cos 𝑥) d 𝑥 + (1 + 𝑏𝑦 sin 𝑥 + 3𝑥2𝑦2) d 𝑦 是某个二元函数 𝑓(𝑥, 𝑦) 的全

微分，则 𝑎, 𝑏 的值分别为 

14.  设 𝐿 为圆 𝑥2 + 𝑦2 = 1，取顺时针方向，则 𝐼1 = ∮
𝐿

𝑥6 d 𝑠 与 𝐼2 = ∮
𝐿

𝑦6 d 𝑠 的大小

关系是 

15.  设函数 𝑃(𝑥, 𝑦, 𝑧) 在空间有界闭区域 𝑉  上具有一阶连续偏导数，Σ 为 𝑉  的光滑边界

曲面的外侧，由高斯公式得 ∬
Σ

𝑃(𝑥, 𝑦, 𝑧) d 𝑦 d 𝑧 = 

三、计算题

16.  计算 ∮
𝐿

√𝑥2 + 𝑦2 d 𝑠，其中 𝐿 为圆 𝑥2 + 𝑦2 = 𝑎𝑥
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第十二章 无穷级数
第一节 常数项级数的概念与性质

一、选择题

1.  级数 
∑∞

𝑛=1 (−1)𝑛+1

3𝑛  的和等于 （ ）

A. −1
4 B. 1

4 C. 1
2 D. −1

2

2.  下列级数中收敛的是 （ ）

A.
∑∞

𝑛=1 4𝑛+8𝑛

8𝑛 B.
∑∞

𝑛=1 8𝑛−4𝑛

8𝑛

C.
∑∞

𝑛=1 2𝑛+4𝑛

8𝑛 D.
∑∞

𝑛=1 2𝑛⋅4𝑛

8𝑛

3.  若 lim𝑛→∞ 𝑢𝑛 = 0，则级数 ∑∞
𝑛=1 𝑢𝑛 （ ）

A. 一定收敛

B. 一定发散

C. 可能收敛，也可能发散

D. 部分和 𝑠𝑛 = 𝑢1 + 𝑢2 + … + 𝑢𝑛 = 0

4.  下列级数中发散的是 （ ）

A. ∑∞
𝑛=1 ln(1 + 1

𝑛) B.
∑∞

𝑛=1 1
3𝑛

C. ∑∞
𝑛=1

1
𝑛(𝑛+2) D.

∑∞
𝑛=1(3𝑛+(−1)𝑛)

4𝑛

二、填空题

5.  级数 2
1 − 3

2 + 4
3 − 5

4 + 6
5 − … 的一般项是 

6.  设级数 ∑∞
𝑛=1

1
(2𝑛−1)(2𝑛+1)，则 𝑠𝑛 = ，lim𝑛→∞ 𝑠𝑛 = 

7.  设级数 ∑∞
𝑛=1 𝑢𝑛 的部分和为 𝑠𝑛 = 2𝑛−1

2𝑛 ，则级数的一般项 𝑢𝑛 = ，余项 

𝑟𝑛 = ∑∞
𝑘=𝑛+1 𝑢𝑘 = 

8.  已知数列 (𝑏𝑛)，有 lim𝑛→∞ 𝑏𝑛 = ∞，且 𝑏𝑛 ≠ 0 (𝑛 = 1, 2, …)，则级数 ∑∞
𝑛=1(

1
𝑏𝑛

− 1
𝑏𝑛+1

) 

的和为 
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三、计算题

9.  根据级数收敛与发散的定义判定下列级数的敛散性：

(1) 1
1⋅3 + 1

3⋅5 + … + 1
(2𝑛−1)(2𝑛+1) + …；

(2) sin 𝜋
6 + sin(2𝜋

6) + … + sin(𝑛𝜋
6) + …；

(3) ∑∞
𝑛=1 ln(1 + 1

𝑛)

10.  判定下列级数的敛散性：

(1) −8
9 + (8

9)2 − (8
9)3 + … + (−1)𝑛(8

9)𝑛 + …；

(2) 1
3 + 1

6 + 1
9 + … + 1

3𝑛 + …；

(3) 1
3 + 1√

3 + 1
3√3

+ … + 1
𝑛√3 + …
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第二节 常数项级数的审敛法（1）

一、选择题

1.  已知 ∑∞
𝑛=1 𝑢𝑛 为正项级数，下列命题中错误的是 （ ）

A. 若 lim𝑛→∞
𝑢𝑛+1
𝑢𝑛

= 𝜌 < 1，则 ∑∞
𝑛=1 𝑢𝑛 收敛

B. 若 lim𝑛→∞
𝑢𝑛+1
𝑢𝑛

= 𝜌 > 1，则 ∑∞
𝑛=1 𝑢𝑛 发散

C. 若 𝑢𝑛+1
𝑢𝑛

< 1，则 ∑∞
𝑛=1 𝑢𝑛 收敛

D. 若 𝑢𝑛+1
𝑢𝑛

> 1，则 ∑∞
𝑛=1 𝑢𝑛 发散

2.  判定级数 
∑∞

𝑛=1 1

𝑛1+ 1
𝑛

 的敛散性，下列说法正确的是 （ ）

A. 因为 1 + 1
𝑛 > 0，所以此级数收敛

B. 因为 lim𝑛→∞
1

𝑛1+ 1
𝑛

= 0，所以此级数收敛

C. 因为 1
𝑛1+ 1

𝑛
> 1

𝑛，所以此级数发散

D. 以上说法均不对

二、填空题

3.  级数 
∑∞

𝑛=1

√
2𝑛+1

𝑛𝛼  收敛的充要条件是 𝛼 满足条件 

4.  当 𝑝 满足条件  时，级数 
∑∞

𝑛=1 1
𝑛𝑝  收敛

5.  若 ∑∞
𝑛=1 𝑢𝑛 为正项级数，且其部分和数列为 𝑠𝑛，则级数 ∑∞

𝑛=1 𝑢𝑛 收敛的充要条件

是 
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三、计算题

6.  用比较审敛法或极限形式的比较审敛法判定下列级数的敛散性：

(1) 1 + 1
3 + 1

5 + … + 1
2𝑛−1 + …；

(2) 1
2⋅5 + 1

3⋅6 + … + 1
(𝑛+1)(𝑛+4) + …；

(3) sin 𝜋
2 + sin( 𝜋

22 ) + … + sin( 𝜋
2𝑛 ) + …；

(4) 
∑∞

𝑛=1 1
1+𝑎𝑛  (𝑎 > 0)

7.  用比值审敛法判定下列级数的敛散性：

(1) 
∑∞

𝑛=1 2𝑛⋅𝑛!
𝑛𝑛 ；

(2) ∑∞
𝑛=1 𝑛 tan( 𝜋

2𝑛+1 )
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8.  用根值审敛法判定下列级数的敛散性：

(1) ∑∞
𝑛=1 ( 𝑛

2𝑛+1)
𝑛

；

(2) ∑∞
𝑛=1 ( 𝑏

𝑎𝑛
)

𝑛
，其中 lim𝑛→∞ 𝑎𝑛 = 𝑎，𝑎𝑛, 𝑏, 𝑎 均为正数

第二节 常数项级数的审敛法（2）

一、判断题

1.  若正项级数 ∑∞
𝑛=1 𝑢𝑛 收敛，则级数 ∑∞

𝑛=1 𝑢2
𝑛 也收敛 （ ）

2.  若正项级数 ∑∞
𝑛=1 𝑢𝑛 发散，则 lim𝑛→∞

𝑢𝑛+1
𝑢𝑛

= 𝜌 > 1 （ ）

二、选择题

3.  下列级数中，条件收敛的是 （ ）

A.
∑∞

𝑛=1 (−1)𝑛𝑛
𝑛+1 B.

∑∞
𝑛=1 (−1)𝑛√

2
𝑛2

C.
∑∞

𝑛=1 (−1)𝑛2
√

𝑛 D.
∑∞

𝑛=1 (−1)𝑛1

𝑛
4
3

4.  下列级数中，收敛的是 （ ）

A.
∑∞

𝑛=1 1
𝑛 𝑛√𝑛 B.

∑∞
𝑛=1(𝑛+1)
𝑛(𝑛+2)

C.
∑∞

𝑛=1 3𝑛

𝑛⋅2𝑛 D.
∑∞

𝑛=2 4
(𝑛−1)(𝑛+3)

三、填空题

5.  级数 ∑∞
𝑛=1 𝑢𝑛 条件收敛的含义是 

6.  级数 ∑∞
𝑛=1 𝑢𝑛 绝对收敛的含义是 
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四、计算题

7.  判定下列级数的敛散性：

(1) 14

1! + 24

2! + … + 𝑛4

𝑛! + …；

(2) 
∑∞

𝑛=1(𝑛+1)
𝑛(𝑛+2) ；

(3) ∑∞
𝑛=1 2𝑛 sin( 𝜋

3𝑛 )；

(4) 
√

2 + √3
2 + … + √𝑛+1

𝑛 + …

8.  判定下列级数的敛散性，如果收敛，是绝对收敛还是条件收敛：

(1) 1 − 1√
2 + 1√

3 − 1√
4 + … + (−1)𝑛−1

√
𝑛 + …；

(2) 
∑∞

𝑛=1 (−1)𝑛−1𝑛
3𝑛−1

第三节 幂级数

一、判断题

1.  若幂级数 ∑∞
𝑛=1 𝑎𝑛(𝑥 − 1)𝑛 在点 𝑥 = −1 处收敛，则在点 𝑥 = 2 处必收敛 （ ）
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2.  已知幂级数 ∑∞
𝑛=1 𝑎𝑛𝑥𝑛 的收敛半径为 𝑅，则幂级数 ∑∞

𝑛=1 𝑎𝑛
1

2𝑛 𝑥2𝑛+1 的收敛半径为 
√

𝑅 （ ）

3.  幂 级 数  ∑∞
𝑛=1 𝑎𝑛𝑥𝑛 和  ∑∞

𝑛=1 𝑏𝑛𝑥𝑛 的 收 敛 半 径 分 别 为  𝑅𝑎, 𝑅𝑏， 则 幂 级 数  

∑∞
𝑛=1(𝑎𝑛 + 𝑏𝑛)𝑥𝑛 的收敛半径为 𝑅 = min(𝑅𝑎, 𝑅𝑏) （ ）

二、选择题

4.  设幂级数 
∑∞

𝑛=0(𝑎𝑛−𝑏𝑛)
(𝑎𝑛+𝑏𝑛)𝑥𝑛  (0 < 𝑎 < 𝑏)，则幂级数的收敛半径 𝑅 为 （ ）

A. 𝑏 B. 1
𝑎

C. 1
𝑏 D. 与 𝑎, 𝑏 无关

5.  当常数 𝑝 > 0 时，幂级数 ∑∞
𝑛=1(

(−1)𝑛−1

𝑛𝑝 )𝑥𝑛 在其收敛区间的右端点处 （ ）

A. 条件收敛

B. 绝对收敛

C. 发散

D. 𝑝 ≤ 1 时条件收敛，𝑝 > 1 时绝对收敛

三、填空题

6.  若幂级数 ∑∞
𝑛=0 𝑐𝑛𝑥𝑛 在点 𝑥 = −4 处收敛，在点 𝑥 = 6 处发散，则当 𝑥 = 1 时，

∑∞
𝑛=0 𝑐𝑛𝑥𝑛 的敛散情况是 

7.  若 lim𝑛→∞
|𝑐𝑛|

|𝑐𝑛+1| = 2，则幂级数 ∑∞
𝑛=0 𝑐𝑛𝑥2𝑛 的收敛半径为 

8.  当 |𝑥| < 1 时，幂级数 
∑∞

𝑛=1 𝑥𝑛

𝑛  的和函数为 

195



四、计算题

9.  求下列幂级数的收敛区间：

(1) 1 − 𝑥 + 𝑥2

22 − … + (−1)𝑛𝑥𝑛

𝑛2 + …；

(2) 
∑∞

𝑛=1 (−1)𝑛𝑥2𝑛+1

2𝑛+1 ；

(3) 
∑∞

𝑛=1 (𝑥−5)𝑛
√

𝑛

10.  利用逐项求导或逐项积分，求下列幂级数的和函数：

(1) ∑∞
𝑛=1 𝑛𝑥𝑛−1；

(2) 
∑∞

𝑛=0 𝑥4𝑛+1

4𝑛+1 ；

(3) ∑∞
𝑛=1(𝑛 + 2)𝑥𝑛+3
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第四节 函数展开成幂级数

一、选择题

1.  函数 𝑓(𝑥) = 1
3−𝑥  展开成 (𝑥 − 1) 的幂级数为 （ ）

A.
∑∞

𝑛=0 (𝑥−1)𝑛

2𝑛 B.
∑∞

𝑛=0 (−1)𝑛(𝑥−1)𝑛

2𝑛

C.
∑∞

𝑛=0 (𝑥−1)𝑛

2𝑛+1 D.
∑∞

𝑛=0 (𝑥−1)𝑛

2

2.  函数 𝑓(𝑥) = 1
𝑎+𝑏𝑥  展开成 (𝑥 − 𝑥0) (𝑎 + 𝑏𝑥0 ≠ 0, 𝑎𝑏 ≠ 0) 的幂级数为 （ ）

A.
∑∞

𝑛=0 𝑏𝑛

(𝑎+𝑏𝑥0)𝑛+1(𝑥−𝑥0)𝑛

B. ∑∞
𝑛=0 ( 𝑏

𝑎+𝑏𝑥0
)

𝑛
(𝑥 − 𝑥0)

𝑛

C. ∑∞
𝑛=0 (−1)𝑛( 𝑏

𝑎+𝑏𝑥0
)

𝑛
(𝑥 − 𝑥0)

𝑛

D.
∑∞

𝑛=0 (−𝑏)𝑛

(𝑎+𝑏𝑥0)𝑛+1(𝑥−𝑥0)𝑛

3.  函数 𝑓(𝑥) = e−𝑥2
 展开成 𝑥 的幂级数为 （ ）

A.
∑∞

𝑛=0 𝑥2𝑛

𝑛! B.
∑∞

𝑛=0 (−1)𝑛𝑥2𝑛

𝑛!

C.
∑∞

𝑛=0 𝑥𝑛

𝑛! D.
∑∞

𝑛=0 (−1)𝑛𝑥𝑛

𝑛!

4.  𝑓𝑛(0) 存在（𝑛 = 1, 2, …）是函数 𝑓(𝑥) 可展开成 𝑥 的幂级数的 （ ）

A. 充要条件 B. 充分条件

C. 必要条件 D. 无关条件

二、填空题

5.  若函数 𝑓(𝑥) = 1
(1−2𝑥)(1−3𝑥)  展开成 𝑥 的幂级数，其收敛半径 𝑅 = 

6.  函数 𝑓(𝑥) = ln(2 + 𝑥) 关于 𝑥 的幂级数展开式为 ，其收敛域为 

7.  设函数 𝑓(𝑥) = ∑∞
𝑛=0 𝑎𝑛𝑥𝑛，则 𝑔(𝑥) = 𝑓(𝑥)

1−𝑥  的麦克劳林级数展开式为 

8.  若 1
3+𝑥 = ∑∞

𝑛=0 𝑎𝑛(𝑥 − 1)𝑛 (|𝑥 − 1| < 4)，则 𝑎𝑛 = 

9.  若函数 ln(4 − 9𝑥2) 展开成 𝑥 的幂级数，其收敛半径 𝑅 = 
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三、计算题

10.  将函数 𝑓(𝑥) = (1 + 𝑥) ln(1 + 𝑥) 展开成 𝑥 的幂级数，并求展开式成立的区间

11.  将函数 𝑓(𝑥) = cos 𝑥 展开成 (𝑥 + 𝜋
3) 的幂级数

12.  将函数 𝑓(𝑥) = 1
𝑥2+3𝑥+2  展开成 (𝑥 + 4) 的幂级数
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第五节 傅里叶级数

一、选择题

1.  设 𝑓(𝑥) 是周期为 2𝜋 的周期函数，在 [−𝜋, 𝜋) 上的表达式为 𝑓(𝑥) = {0
𝑥

−𝜋≤𝑥<0
0≤𝑥<𝜋 。已知 

𝑓(𝑥) 的傅里叶级数，则该级数的和函数为 （ ）

A. 𝑆(𝑥) = 𝑓(𝑥)，𝑥 ∈ (−𝜋, 𝜋)

B. 𝑆(𝑥) = 𝑓(𝑥)，𝑥 ∈ (−∞, +∞)

C. 𝑆(𝑥) = {𝑓(𝑥)
𝜋
2

𝑥≠𝑘𝜋
𝑥=𝑘𝜋（𝑘 为整数）

D. 𝑆(𝑥) = {𝑓(𝑥)
𝜋
2

𝑥≠(2𝑘−1)𝜋
𝑥=(2𝑘−1)𝜋（𝑘 为整数）

2.  设 𝑓(𝑥) 是周期为 2𝜋 的周期函数，在 [−𝜋, 𝜋) 上的表达式为 𝑓(𝑥) = {𝑥
0

−𝜋≤𝑥<0
0≤𝑥<𝜋 。𝑓(𝑥) 

的傅里叶级数的和函数为 𝑆(𝑥)，则 𝑆(𝜋) = （ ）

A. −𝜋
2 B. −𝜋 C. 0 D. 其他值

3.  函数 𝑓(𝑥) = | sin 𝑥| (−𝜋 ≤ 𝑥 ≤ 𝜋) 的傅里叶系数 𝑎𝑛, 𝑏𝑛 满足 （ ）

A. 𝑎𝑛 = 0 (𝑛 = 0, 1, 2, …)，𝑏𝑛 ≠ 0 (𝑛 = 1, 2, …)

B. 𝑏𝑛 = 0 (𝑛 = 1, 2, …)，𝑎2𝑘+1 = 0 (𝑘 = 0, 1, 2, …)

C. 𝑎𝑛 ≠ 0 (𝑛 = 0, 1, 2, …)，𝑏𝑛 = 0 (𝑛 = 1, 2, …)

D. 以上结论都不对

4.  利用函数 𝑓(𝑥) = 𝑥2 在区间 [−𝜋, 𝜋] 上的傅里叶级数展开式可得 
∑∞

𝑛=1 1
𝑛2 = （ ）

A. 𝜋2

3 B. 𝜋2

6 C. 𝜋2

9 D. 𝜋2

12

二、填空题

5.  设 𝑓(𝑥) 是周期为 2𝜋 的周期函数，在 [−𝜋, 𝜋) 上的表达式为 𝑓(𝑥) = {1
𝑥

−𝜋≤𝑥<0
0≤𝑥<𝜋 。则 

𝑓(𝑥) 的傅里叶级数在点 𝑥 = 𝜋 处收敛于 

6.  设 函 数  𝑓(𝑥) = 𝜋𝑥 + 𝑥2 (−𝜋 ≤ 𝑥 ≤ 𝜋)， 且 其 傅 里 叶 级 数 为  

𝑎0
2 + ∑∞

𝑛=1(𝑎𝑛 cos 𝑛𝑥 + 𝑏𝑛 sin 𝑛𝑥)，则 𝑏3 = 

7.  已知函数 𝑓(𝑥) 满足狄利克雷收敛条件，其傅里叶级数的和函数为 𝑆(𝑥)，且 𝑓(𝑥) 在

点 𝑥 = 0 处左连续，𝑓(0−) = −1，𝑆(0) = 3，则 lim𝑥→0+ 𝑓(𝑥) = 
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8.  设函数 𝑓(𝑥) = 1 − 𝑥
𝜋  (0 ≤ 𝑥 ≤ 𝜋) 的余弦级数的和函数为 𝑆(𝑥)，则 𝑆(−3) = 

9.  设 𝑓(𝑥) 是周期为 2𝜋 的周期函数，其傅里叶系数为 𝑎𝑛, 𝑏𝑛。若函数 𝑔(𝑥) = 𝑓(−𝑥)，则 

𝑔(𝑥) 的傅里叶系数 𝑎∗
𝑛, 𝑏∗

𝑛 与 𝑎𝑛, 𝑏𝑛 的关系为 

三、计算题

10.  将函数 𝑓(𝑥) = 𝜋 − 𝑥
2  (0 ≤ 𝑥 ≤ 𝜋) 展开成正弦级数

11.  设 𝑓(𝑥) 是周期为 2𝜋 的周期函数，它在区间 [−𝜋, 𝜋) 上的表达式为 𝑓(𝑥) = 3𝑥2 + 1，

试将 𝑓(𝑥) 展开成傅里叶级数
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12.  设 𝑓(𝑥) = 𝑥e𝑥，𝑥 ∈ [−𝜋, 𝜋]。求该函数的傅里叶级数在 𝑥 = 𝜋 处收敛于何值？

第六节 一般周期函数的傅里叶级数

一、选择题

1.  函数 𝑓(𝑥) = {cos(𝜋𝑥
𝑙 )

0
0≤𝑥≤ 𝑙

2
𝑙
2<𝑥≤𝑙  展开成余弦级数时，应对 𝑓(𝑥) 进行 （ ）

A. 周期为 2𝑙 的延拓 B. 偶延拓

C. 周期为 𝑙 的延拓 D. 奇延拓

2.  函数 𝑓(𝑥) = {2𝑥+1
𝑥

−3≤𝑥≤0
0<𝑥≤3  展开成傅里叶级数时，应 （ ）

A. 在区间 [−3, 3) 外进行周期延拓，级数在区间 (−3, 0) ∪ (0, 3) 内收敛于 𝑓(𝑥)

B. 进行奇延拓，级数在区间 (−3, 0) ∪ (0, 3) 内收敛于 𝑓(𝑥)

C. 进行偶延拓，级数在区间 [−3, 3] 上收敛于 𝑓(𝑥)

D. 在区间 [−3, 3) 外进行周期延拓，级数在区间 (−3, 3) 上收敛于 𝑓(𝑥)，且在端点

处收敛于均值。

二、填空题

3.  将函数 𝑓(𝑥) = {0
2𝑥

0≤𝑥≤1
1<𝑥≤2 在 [0, 2] 上展开成余弦级数，其和函数在 𝑥 = 1 处的值为 
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三、计算题

4.  将函数 𝑓(𝑥) = 𝑥 (0 < 𝑥 < 2) 展开成正弦级数

总习题十二

一、判断题

1.  若级数 ∑∞
𝑛=1 𝑢𝑛 收敛，则 lim𝑛→∞ 𝑢𝑛 = 0 （ ）

2.  若级数 ∑∞
𝑛=1 𝑢𝑛 收敛，∑∞

𝑛=1 𝑣𝑛 发散，则级数 ∑∞
𝑛=1(𝑢𝑛 + 𝑣𝑛) 发散 （ ）

3.  级数加括号后不改变其敛散性 （ ）

4.  正项级数收敛的充要条件是前 𝑛 项和构成的数列 𝑠𝑛 有界 （ ）

5.  若正项级数 ∑∞
𝑛=1 𝑢𝑛 收敛，则级数 ∑∞

𝑛=1
√𝑢𝑛𝑢𝑛+1 也收敛 （ ）

6.  若 lim𝑛→∞
𝑢𝑛
𝑣𝑛

= 𝑙 (0 < 𝑙 < +∞)，则级数 ∑∞
𝑛=1 𝑢𝑛 和 ∑∞

𝑛=1 𝑣𝑛 有相同的敛散性 

（ ）

二、选择题

7.  当级数 ∑∞
𝑛=1(𝑎𝑛 + 𝑏𝑛) 收敛时，级数 ∑∞

𝑛=1 𝑎𝑛 与 ∑∞
𝑛=1 𝑏𝑛 （ ）

A. 必同时收敛 B. 必同时发散

C. 可能同时发散 D. 不可能同时收敛

8.  在正项级数中，∑∞
𝑛=1 𝑎𝑛 收敛是级数 ∑∞

𝑛=1 𝑎2
𝑛 收敛的 （ ）

A. 充分条件 B. 必要条件

C. 充要条件 D. 无关条件
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9.  设 ∑∞
𝑛=1 𝑎𝑛 为任意项级数，若 |𝑎𝑛| > |𝑎𝑛+1| 且 lim𝑛→∞ 𝑎𝑛 = 0，则该级数 （ ）

A. 条件收敛 B. 绝对收敛

C. 发散 D. 敛散性不确定（符号未定）

10.  若函数 𝑦 = ∑∞
𝑛=0 𝑥𝑛

(𝑛!)2 ，则 𝑥𝑦″ + 𝑦′ = （ ）

A. 𝑦 B. 2𝑦 C. 𝑦
4 D. 0

11.  若级数 ∑∞
𝑛=0 𝑎𝑛(𝑥 − 1)𝑛 在点 𝑥 = −1 处收敛，则该级数在点 𝑥 = 2 处 （ ）

A. 发散 B. 条件收敛

C. 绝对收敛 D. 敛散性不确定

12.  级数 1
2 − 1

4 + 1
8 − … + (−1)𝑛−1

2𝑛 + … 的和为 （ ）

A. 1
2 B. 1 C. 1

3 D. 2
3

三、填空题

13.  幂级数 
∑∞

𝑛=0 𝑥𝑛

𝑛!  的收敛区间为 

14.  级数 
∑∞

𝑛=0 1
1+𝑎𝑛  (𝑎 > 0) 当 𝑎 满足条件  时收敛

15.  幂级数 
∑∞

𝑛=1 (−1)𝑛𝑥3𝑛−1

𝑛⋅8𝑛  的收敛域为 

16.  级数 ∑∞
𝑛=1(𝑢𝑛 − 2) 收敛，则 lim𝑛→∞ 𝑢𝑛 = 

17.  幂级数 
∑∞

𝑛=0 𝑥𝑛

3𝑛+(−2)𝑛+3⋅2𝑛  的收敛半径 𝑅 = 

18.  设 𝑓(𝑥) 是周期为 2𝜋 的周期函数，且 𝑓(𝑥) = {0
𝑥+2

−𝜋≤𝑥<0
0≤𝑥<𝜋 。则 𝑓(𝑥) 的傅里叶级数

在点 𝑥 = 0 处收敛于 
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四、计算题

19.  求幂级数 
∑∞

𝑛=1(𝑛2+1)
𝑛𝑥2𝑛  (|𝑥| < 1) 在收敛区间内的和函数，并求 

∑∞
𝑛=1(𝑛2+1)

𝑛⋅2𝑛  的和

204



模拟卷与真题
高等数学(上册)期末测试模拟卷(一)

一、选择题（每小题 3 分，共 15 分）

1. 当 𝑥 → 0 时，下列是 𝑥 的同阶（不等价）无穷小的是（ ）

A. sin 𝑥 − 𝑥 B. ln(1 − 𝑥)

C. 𝑥2 sin 𝑥 D. 𝑒𝑥 − 1

2. 下列命题中不正确的是（ ）

A. 若函数 𝑓(𝑥) 在点 𝑥0 处不连续，则 𝑓(𝑥) 在点 𝑥0 处必不可导

B. 若 lim𝑥→𝑥0
𝑓(𝑥) 不存在，则函数 𝑓(𝑥) 在点 𝑥0 处不连续

C. 若函数 𝑓(𝑥) 在点 𝑥0 处可导，则 𝑓(𝑥) 在点 𝑥0 处必可微

D. 若函数 𝑓(𝑥) 在区间 [𝑎, 𝑏] 上可积，则 𝑓(𝑥) 在 [𝑎, 𝑏] 上必连续

3. 设函数 𝑓(𝑥) = 1+𝑒1
𝑥

3+2𝑒1
𝑥

，则 𝑥 = 0 是 𝑓(𝑥) 的（ ）

A. 跳跃间断点 B. 可去间断点

C. 无穷间断点 D. 振荡间断点

4. 下列不定积分的计算不正确的是（ ）

A. ∫ d𝑥√
4−𝑥2 = arcsin 𝑥

2 + 𝐶

B. ∫ d𝑥
𝑥2−2𝑥+2 = arctan(𝑥 − 1) + 𝐶

C. ∫ 2𝑥 · 3𝑥 d𝑥 = 2𝑥·3𝑥

ln 2+ ln 3 + 𝐶

D. ∫ 𝑥
1+𝑥2 d𝑥 = arctan 𝑥 + 𝐶

5. 下列反常积分收敛的是（ ）

A. ∫+∞
1

d𝑥√
𝑥 B. ∫+∞

−∞
d𝑥

𝑥2+4𝑥+5

C. ∫1
0

d𝑥
𝑥2 D. ∫1

−1
d𝑥
𝑥

二、填空题（每小题 3 分，共 18 分）

6.  设函数 𝑓(𝑥) = {
sin 3𝑥

ln(1+𝑥)
𝑎 sec 𝑥+1

−1<𝑥<0
𝑥≥0

 在点 𝑥 = 0 处连续，则 𝑎 = 

7.  已知参数方程 𝑥 = ln(1 + 𝑡2)，𝑦 = 𝑡 − arctan 𝑡，则 d𝑦
d𝑥 = 
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8. 函数 𝑓(𝑥) = 𝑥𝑒𝑥 的带有拉格朗日余项的三阶麦克劳林公式为

9. 曲线 𝑦 = 4𝑥 − 𝑥2 在其顶点处的曲率 𝑘 =

10. ∫2
−2

𝑥| sin 𝑥| +4−𝑥2
√

4−𝑥2 d𝑥 =

11. 微分方程 d𝑦
d𝑥 = (1 + 𝑦2)𝑒𝑥 的通解为

三、计算题（12～15 题每小题 7 分，16～17 题每小题 8 分，共 44 分）

12. 求 lim𝑥→+∞
∫𝑥

0
arctan2 𝑡 d𝑡
√

𝑥2+1

13. 已知函数 𝑦(𝑥) 由方程 𝑥3 + 𝑦3 − 3𝑥 + 3𝑦 − 2 = 0 所确定，求 𝑦″(1)
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14. 求 ∫ arctan
√

𝑥 d𝑥

15. 求 ∫𝜋
0

𝑥2 | cos 𝑥| d𝑥

16.  设函数 𝑓(𝑥) = {1+𝑥2

𝑒−𝑥
𝑥<0
𝑥≥0，求 ∫3

1
𝑓(𝑥 − 2) d𝑥
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17. 求曲线 𝑦 = 𝑥4(12 ln 𝑥 − 7) 的凹凸区间及拐点

四、应用题（每小题 9 分，共 18 分）

18. 要做一个容积为 2𝜋 的密闭圆柱形罐头筒，问：半径和高分别为多少时能使所用材料

最省？

19.  求由抛物线 𝑦2 = 2𝑥 与直线 𝑦 = 𝑥 − 4 所围成图形的面积， 并求此图形绕 𝑦 轴旋转

一周所得旋转体的体积
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五、证明题（5 分）

20.  若函数 𝑓(𝑥) 在区间 (𝑎, 𝑏) 内具有二阶导数且 𝑓(𝑥1) = 𝑓(𝑥2) = 𝑓(𝑥3)， 其中 

𝑎 < 𝑥1 < 𝑥2 < 𝑥3 < 𝑏，证明：在 (𝑎, 𝑏) 内至少存在一点 𝜉，使得 𝑓″(𝜉) = 0

高等数学(上册)期末测试模拟卷(二)

一、选择题（每小题 3 分，共 15 分）

1. 当 𝑥 → 0 时，下列是 𝑥 的三阶无穷小的是（ ）

A. 3√𝑥2 −
√

𝑥 B.
√

𝑎 + 𝑥3 −
√

𝑎（𝑎 > 0 为常数）

C. 𝑥3 + 0.0001𝑥2 D. 3
√

tan 𝑥

2.  设函数 𝑓(𝑥) 满足 𝑓″(𝑥) + [𝑓 ′(𝑥)]2 = 𝑥，且 𝑓 ′(0) = 0，则下列正确的是 （ ）

A. 𝑓(0) 是 𝑓(𝑥) 的极大值

B. 𝑓(0) 是 𝑓(𝑥) 的极小值

C. (0, 𝑓(0)) 是曲线 𝑦 = 𝑓(𝑥) 的拐点

D. 𝑓(0) 不是极值，(0, 𝑓(0)) 也不是拐点

3. 函数 𝑓(𝑥) = sin 𝑥
𝑥(𝑥−1)(𝑥−𝜋)  的无穷间断点的个数为（ ）

A. 1 B. 2 C. 3 D. 4
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4. 下列不定积分的计算不正确的是（ ）

A. ∫ d𝑥√
4−𝑥2 = arcsin 𝑥

2 + 𝐶

B. ∫ d𝑥
𝑥2+2𝑥+2 = arctan(𝑥 + 1) + 𝐶

C. ∫ sin2 𝑥 d𝑥 = 1
3 sin3 𝑥 + 𝐶

D. ∫ 2𝑥 · 3𝑥 d𝑥 = 2𝑥·3𝑥

ln 2+ ln 3 + 𝐶

5. 下列方程中为一阶线性微分方程的是（ ）

A. 𝑦′ + 𝑥𝑦2 = 𝑒𝑥 B. 𝑦𝑦′ + 𝑥𝑦 = 𝑒𝑥

C. 𝑦′ = cos 𝑦 + 𝑥 D. 𝑦′ = 𝑥 + 𝑦 sin 𝑥

二、填空题（每小题 3 分，共 18 分）

6.  设函数 𝑓(𝑥) = {𝑥 sin 1
𝑥+ sin(𝑎𝑥)

𝑥
𝑒𝑥−2

𝑥>0
𝑥≤0

 要使得 𝑓(𝑥) 在点 𝑥 = 0 处连续，则 𝑎 = 

7.  曲线 𝑥 = 𝑒𝑡 + ln(1 + 𝑡2)，𝑦 = arctan 𝑡 在点 𝑡 = 0 处的切线方程为 

8. 函数 𝑓(𝑥) = 2𝑥 的带有拉格朗日余项的三阶麦克劳林公式为

9. 曲线 𝑦 = ln sec 𝑥 在点 (𝑥, 𝑦) 处的曲率为

10. ∫1
−1

𝑥2 sin 𝑥+1−𝑥2
√

1−𝑥2 d𝑥 =

11. 微分方程 (1 + 𝑦)2 d𝑦
d𝑥 + 𝑥3 = 0 的通解为

三、计算题（12～15 题每小题 7 分，16～17 题每小题 8 分，共 44 分）

12. 求 lim𝑥→0
(∫𝑥

0
𝑒𝑡2 d𝑡)

2

∫𝑥
0

𝑡𝑒2𝑡2 d𝑡
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13. 已知函数 𝑦 = 𝑓(𝑥) 由方程 𝑒𝑦 + 𝑥𝑦 − 2𝑥 − 1 = 0 所确定，求 𝑦″(0)

14. 求 ∫ 𝑒
√

𝑥 d𝑥

15. 求 ∫
𝜋
2

−𝜋
4

√
cos 𝑥 − cos3 𝑥 d𝑥
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16.  设函数 𝑓(𝑥) = {
1

1+𝑥2

ln 𝑥
𝑥≤0
𝑥>0

，求 ∫1
−1

𝑥𝑓(𝑥) d𝑥

17. 求曲线 𝑦 = (𝑥 − 1) 3√𝑥2 的凹凸区间及拐点

四、应用题（每小题 9 分，共 18 分）

18.  要造一个长方体无盖蓄水池，其容积为 500 m³，底面为正方形。 设底面与四壁所

使用材料的单位造价相同，问：底边和高分别为多少时，才能使所用材料费最省？
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19.  求由曲线 𝑦 = 𝑥3
2 、直线 𝑥 = 4 及 𝑥 轴所围成图形的面积， 并求此图形绕 𝑥 轴旋转

一周所得旋转体的体积

五、证明题（5 分）

20.  设函数 𝑓(𝑥) 在区间 [0, 1] 上连续，在 (0, 1) 内可导，且 ∫1
0

𝑓(𝑥) d𝑥 = 0， 证明：必

存在 𝜉 ∈ (0, 1)，使得 2𝑓(𝜉) = −𝜉𝑓 ′(𝜉)

高等数学(上册)期末测试真题(一)

一、选择题（每小题 3 分，共 30 分）

1. 若 lim𝑥→∞ (1 + 𝑘
2𝑥)𝑥 = 𝑒3，则 𝑘 =（ ）

A. 2
3 B. 6 C. 3

2 D. 不存在
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2.  当 𝑥 → 0 时，sin 𝑥 + 𝑥2 cos 1
𝑥  是 (1 + cos 𝑥) ln(1 + 𝑥) 的 （ ）

A. 高阶无穷小

B. 等价无穷小

C. 同阶无穷小，但不是等价无穷小

D. 低阶无穷小

3.  设函数 𝑓(𝑥) = {
2
𝜋 arctan 1

𝑥
(1+𝑥)𝑥

𝑥<0
𝑥≥0， 则 𝑥 = 0 是 𝑓(𝑥) 的 （ ）

A. 跳跃间断点 B. 可去间断点

C. 连续点 D. 第二类间断点

4. 方程 𝑥4 − 4𝑥 = 1 在区间 (0, 1) 内（ ）

A. 无实根 B. 有唯一实根

C. 有两个实根 D. 有三个实根

5. 设 𝑓 ′(𝑥) = 𝑔(𝑥)，则 d
d 𝑥𝑓(sin2 𝑥) =（ ）

A. 2𝑔(𝑥) sin 𝑥 B. 𝑔(𝑥) sin 2𝑥

C. 𝑔(sin2 𝑥) D. 𝑔(sin2 𝑥) sin 2𝑥

6.  设函数 𝑓(𝑥) 具有二阶连续导数，且 𝑓 ′(0) = 0，lim𝑥→0
𝑓″(𝑥)
cos 𝑥 = 1，则 （ ）

A. 𝑓(0) 是 𝑓(𝑥) 的极大值

B. 𝑓(0) 是 𝑓(𝑥) 的极小值

C. (0, 𝑓(0)) 是曲线 𝑦 = 𝑓(𝑥) 的拐点

D. 𝑓(0) 不是极值，(0, 𝑓(0)) 也不是拐点
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7.  设函数 𝑓(𝑥) 具有三阶连续导数，其部分图形如图 1 所示，试确定下列定积分的符号：

𝑥

𝑦

𝑂−3 2

𝑦 = 𝑓(𝑥)

图 1

(1)  ∫2
−3

𝑓(𝑥) d 𝑥；

(2)  ∫2
−3

𝑓 ′(𝑥) d 𝑥；

(3)  ∫2
−3

𝑓″(𝑥) d 𝑥；

(4)  ∫2
−3

𝑓‴(𝑥) d 𝑥。

8.  设线性无关的函数 𝑦1, 𝑦2, 𝑦3 都是二阶非齐次微分方程 𝑦″ + 𝑝(𝑥)𝑦′ + 𝑞(𝑥)𝑦 = 𝑓(𝑥) 的

特解，𝐶1, 𝐶2 是任意常数， 则该非齐次微分方程的通解是 （ ）

A. 𝐶1𝑦1 + 𝐶2𝑦2 + 𝑦3

B. 𝐶1𝑦1 + 𝐶2𝑦2 − (𝐶1 + 𝐶2)𝑦3

C. 𝐶1𝑦1 + 𝐶2𝑦2 − (1 − 𝐶1 − 𝐶2)𝑦3

D. 𝐶1𝑦1 + 𝐶2𝑦2 + (1 − 𝐶1 − 𝐶2)𝑦3

9.  由曲线 𝑦 = ln 𝑥 与直线 𝑦 = ln 𝑎、𝑦 = ln 𝑏（𝑏 > 𝑎 > 0）及 𝑦 轴 所围成图形的面积

为 （ ）

A. 1
𝑏 − 1

𝑎 B. 1
𝑎 − 1

𝑏 C. 𝑏 − 𝑎 D. 𝑎 − 𝑏

10. 下列反常积分收敛的是（ ）

A. ∫+∞
−∞

cos 𝑥 d 𝑥 B. ∫+∞
0

𝑒−2𝑥 d 𝑥

C. ∫1
−1

d 𝑥
𝑥2 D. ∫3

1
d 𝑥
ln 𝑥

二、填空题（每小题 3 分，共 18 分）

11.  已知 lim𝑥→1 𝑓(𝑥) 存在，且 𝑓(𝑥) = 𝑥2 + 2𝑥 lim𝑥→1 𝑓(𝑥)， 则 lim𝑥→1 𝑓(𝑥) = 

12.  曲线 𝑥 = ln(1 + 𝑡2)，𝑦 = 𝑡 − arctan 𝑡 − 2 在点 𝑡 = 2 处的切线方程为 𝑦 = 
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13. 设函数 𝑓(𝑥) = 𝑘 tan 2𝑥 的一个原函数为 − ln cos 2𝑥，则 𝑘 =

14. ∫+∞
−∞

d 𝑥
𝑥2+2𝑥+2 =

15. ∫1
−1

2𝑥2+𝑥 sin2 𝑥
1+

√
1−𝑥2 d 𝑥 =

16. 曲线 𝑦 = 𝑥4(12 ln 𝑥 − 7) 的拐点为

三、计算题（每小题 7 分，共 35 分）

17. 已知连续函数 𝑓(𝑥) = ∫3𝑥
0

𝑓( 𝑡
3) d 𝑡 + 𝑒2𝑥，求 𝑓(𝑥)

18.  已知 𝑓(𝜋) = 1，函数 𝑓(𝑥) 二阶连续可微，且 ∫𝜋
0

[𝑓(𝑥) + 𝑓″(𝑥)] sin 𝑥 d 𝑥 = 3，求 𝑓(0)
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19.  求微分方程 𝑦″ − 𝑦′ = 4𝑥𝑒𝑥 满足初值条件 𝑦|𝑥=0 = 0，𝑦′|𝑥=0 = 1 的特解

20.  设函数 𝑦 = 𝑦(𝑥) 由方程 𝑥4 − 𝑥𝑦 − 𝑦𝑒𝑥 = 1 所确定， 求 d2𝑦
d 𝑥2 |𝑥=0

21. 求 ∫1
√

2
2

√
1−𝑥2

𝑥2 d 𝑥
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四、应用题（10 分）

22.  如图 2 所示，由抛物线 𝑦 = 2𝑥2 与直线 𝑥 = 𝑎、𝑥 = 2 及 𝑦 = 0 所围成的平面图形

为 𝐷1， 由抛物线 𝑦 = 2𝑥2 与直线 𝑥 = 𝑎 及 𝑦 = 0 所围成的平面图形为 𝐷2，其中 

0 < 𝑎 < 2

𝑥

𝑦

𝑂 𝑎 2
𝐷2

𝐷1

𝑦 = 2𝑥2

图 2

(1)  试求 𝐷1 绕 𝑥 轴旋转一周所得旋转体的体积 𝑉1；

(2)  试求 𝐷2 绕 𝑦 轴旋转一周所得旋转体的体积 𝑉2；

(3)  问：当 𝑎 为何值时，𝑉 = 𝑉1 + 𝑉2 取得最大值？并求出该最大值。
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五、选答题（7 分）（考生可从下面 2 个题中任选 1 个作答，多做不多得分）

23.  设函数 𝑓(𝑥) 在区间 [𝑎, 𝑏] 上连续，在 (𝑎, 𝑏) 内可导，又 𝑓 ′(𝑥) > 0， 且极限 

lim𝑥→𝑎+
𝑓(2𝑥−𝑎)

𝑥−𝑎  存在，证明：在 (𝑎, 𝑏) 内存在一点 𝜉，使得 𝑏2−𝑎2

∫𝑏
𝑎

𝑓(𝑥) d 𝑥
= 2𝜉

𝑓(𝜉)

24. 证明：当 𝑥 > 0 时， 𝑥
1+𝑥 < ln(1 + 𝑥) < 𝑥

高等数学(上册)期末测试真题(二)

一、选择题（每小题 3 分，共 30 分）

1. 若 lim𝑥→∞
𝑎𝑥3+𝑏𝑥2+2

𝑥2+2 = 1（𝑎, 𝑏 为常数），则（ ）

A. 𝑎 = 0，𝑏 ∈ ℝ B. 𝑎 = 0，𝑏 = 1

C. 𝑎 ∈ ℝ，𝑏 = 1 D. 𝑎 ∈ ℝ，𝑏 ∈ ℝ

2. 当 𝑥 → ∞ 时，𝑥 cos 𝑥 是（ ）

A. 无穷小 B. 无穷大

C. 有界但不是无穷小 D. 无界但不是无穷大
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3. 设函数 𝑦 = 𝑒2𝑥−1，则 𝑦(20)(1) =（ ）

A. 220𝑒 B. 220𝑒−1 C. 220 D. e

4. 当 𝑥 → 0 时，是 𝑥 − sin 𝑥 的同阶无穷小的是（ ）

A. 𝑥 + tan 𝑥 B. 𝑥 tan 𝑥

C. 𝑥2 + tan 𝑥 D. 𝑥2 tan 𝑥

5. 𝑥 = 1 是函数 𝑓(𝑥) = ln 𝑥
|𝑥−1|  的（ ）

A. 可去间断点 B. 跳跃间断点

C. 无穷间断点 D. 振荡间断点

6.  设函数 𝑦 = 𝑓(𝑥) 具有二阶导数，且 𝑓 ′(𝑥) > 0，𝑓″(𝑥) < 0， Δ𝑥 为自变量在点 𝑥0 处

的增量，Δ𝑦 与 d 𝑦 分别为 𝑓(𝑥) 在点 𝑥0 处对应的增量与微分。 若 Δ𝑥 > 0，则 （ ）

A. 0 < d 𝑦 < Δ𝑦 B. 0 < Δ𝑦 < d 𝑦

C. Δ𝑦 < d 𝑦 < 0 D. d 𝑦 < Δ𝑦 < 0

7. 设函数 𝑓(𝑥) 的一个原函数为 𝑥𝑒−𝑥，则 𝑓 ′(𝑥) =（ ）

A. 𝑥𝑒−𝑥 B. (1 − 𝑥)𝑒−𝑥

C. (2 + 𝑥)𝑒−𝑥 D. (−2 + 𝑥)𝑒−𝑥

8.  设函数 𝑓(𝑥) 在点 𝑥0 的某邻域内可导，且 lim𝑥→𝑥0

𝑓′(𝑥)
𝑥−𝑥0

= 𝑎（𝑎 < 0），则 （ ）

A. 𝑓(𝑥0) 是 𝑓(𝑥) 的极小值

B. 𝑓(𝑥0) 是 𝑓(𝑥) 的极大值

C. 在点 𝑥0 的某邻域内 𝑓(𝑥) 单调增加

D. 在点 𝑥0 的某邻域内 𝑓(𝑥) 单调减少

9.  设函数 𝑓(𝑥) 连续，则 lim𝑥→2
1

𝑥−2 ∫2𝑥
4

𝑓( 𝑡
2) d 𝑡 = （ ）

A. 𝑓(2) B. 𝑓(1) C. 2𝑓(2) D. 2𝑓(1)
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10.  如果连续函数 𝑓(𝑥) 满足关系式 𝑓(𝑥) = 2 ∫𝑥
0

𝑓(𝑡) d 𝑡 + ln 2，则 𝑓(𝑥) = （ ）

A. 𝑒𝑥 ln 2 B. 𝑒2𝑥 ln 2

C. 𝑒𝑥 + ln 2 D. 𝑒2𝑥 + ln 2

二、填空题（每小题 3 分，共 18 分）

11. lim𝑥→0+ (1 + sin 𝑥)ln 𝑥 =

12. 若 limℎ→0
𝑓(1−2ℎ)−𝑓(1)

ℎ = 6，则 𝑓 ′(1) =

13. ∫1
−1

(𝑥2 +
√

4 − 𝑥2 · sin 𝑥) d 𝑥 =

14.  设参数方程 𝑥 = 𝑓(𝑡) − 𝜋，𝑦 = 𝑓(𝑒2𝑡 − 1)，函数 𝑓  可导且 𝑓 ′(0) ≠ 0， 则 d 𝑦
d 𝑥 |𝑡=0 = 

15. 曲线 𝑦 = −3
2𝑥3 + 9

2𝑥2 在其拐点处的切线方程是

16. 微分方程 𝑦′ = 1
𝑥+𝑦  的通解为

三、计算题（每小题 7 分，共 35 分）

17. 求 lim𝑥→0+ (tan 3𝑥) 1
2 ln 𝑥
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18. 求 ∫ 1−
√

3𝑥+2
1+

√
3𝑥+2 d 𝑥

19. 求微分方程 𝑦″ − 𝑦′ − 2𝑦 = (1 − 2𝑥)𝑒𝑥 的通解

20. 求 ∫+∞
0

𝑥2𝑒−𝑥 d 𝑥
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21. 求函数 𝑓(𝑥) = (2𝑥 + 3)𝑒2
𝑥  的单调区间、极值以及渐近线方程

四、应用题（10 分）

22.  设函数 𝑓(𝑥) 在区间 [0, 1] 上连续，在 (0, 1) 内大于零，且满足 𝑥𝑓 ′(𝑥) = 𝑓(𝑥) − 3𝑥2， 

曲线 𝑦 = 𝑓(𝑥) 与直线 𝑥 = 0、𝑥 = 1、𝑦 = 0 所围成图形 𝐷 的面积为 2。求：

(1)  函数 𝑓(𝑥)；

(2)  𝐷 绕 𝑥 轴旋转一周所得旋转体的体积。
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五、选答题（7 分）（考生可从下面 2 个题中任选 1 个作答，多做不多得分）

23.  已知函数 𝑓(𝑥) 在区间 [0, 1] 上连续，在 (0, 1) 内可导，且满足 𝑓(0) = 0，𝑓(1) = 1，

证明：

(1)  存在 𝜉 ∈ (0, 1)，使得 𝑓(𝜉) = 1 − 𝜉；

(2)  存在不同的 𝜂1, 𝜂2 ∈ (0, 1)，使得 𝑓 ′(𝜂1)𝑓 ′(𝜂2) = 1。

三、计算题

24. 已知 𝑦 = 𝑓(𝑥) 是由方程 𝑥 cos 𝑦 + sin 𝑥 + 𝑒𝑦 = 1 所确定的隐函数，求：

(1)  d 𝑦
d 𝑥；

(2)  lim𝑥→0 [1−𝑓(𝑥)
1+𝑓(𝑥)]

1
𝑥 。
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高等数学(下册)期末测试模拟卷(一)

一、选择题（每小题 3 分，共 15 分）

1. 若函数 𝑓(𝑥, 𝑦) 在点 (𝑥0, 𝑦0) 处可微，则 𝑓(𝑥, 𝑦) 在点 (𝑥0, 𝑦0) 处不一定（ ）

A. 连续 B. 偏导数存在

C. 偏导数连续 D. 曲面 𝑧 = 𝑓(𝑥, 𝑦) 的切平面存在

2.  设 𝑓(𝑥) 为连续函数，𝐹(𝑡) = ∫𝑡
1

d 𝑦 ∫𝑡
𝑦

𝑓(𝑥) d 𝑥，则 𝐹 ′(2) = （ ）

A. 2𝑓(2) B. 𝑓(2) C. −𝑓(2) D. 0

3. 将 𝑥𝑂𝑦 面上的双曲线 𝑥2

3 − 4𝑦2 = 1 绕 𝑦 轴旋转一周所得旋转曲面的方程为（ ）

A. 𝑥2

3 − 4𝑦2 − 4𝑧2 = 1 B. 𝑥2

3 − 4𝑦2 + 4𝑧2 = 1

C. 𝑥2

3 + 𝑦2

3 − 4𝑧2 = 1 D. 𝑥2

3 − 4𝑦2 + 𝑧2

3 = 1

4.  设 𝐿 : 𝑥2 + 𝑦2 = 1，取顺时针方向，则 ∮
𝐿

𝑥 d 𝑦−𝑦 d 𝑥
𝑥2+𝑦2 = （ ）

A. 0 B. 2𝜋 C. −2𝜋 D. 𝜋

5. 下列级数中，条件收敛的是（ ）

A. ∑∞
𝑛=1 (−1)𝑛√ 𝑛

𝑛+1 B. ∑∞
𝑛=1

(−1)𝑛−1

√𝑛(𝑛+1)

C. ∑∞
𝑛=1

(−1)𝑛−1

𝑛(𝑛+1) D. ∑∞
𝑛=1

(−1)𝑛−1

2𝑛

二、填空题（每小题 3 分，共 15 分）

6. 已知 |𝑎| = 2，|𝑏| =
√

2，且 𝑎 · 𝑏 = 2，则 |𝑎 × 𝑏| =

7.  函数 𝑢 = 𝑥𝑦2 + 𝑧3 − 𝑥𝑦𝑧 在点 (1, 1, 2) 处沿方向角为 𝛼 = 𝜋
3 ，𝛽 = 𝜋

4 ，𝛾 = 𝜋
3  的方向

的方向导数为 

8. 曲面 𝑥2 + 2𝑦2 + 𝑧 − 𝑥𝑒𝑧 = 4 在点 (0, 1, 2) 处的切平面方程为

9. 设曲面 Σ 为上半球面 𝑧 = √2 − 𝑥2 − 𝑦2，则 ∬
Σ
(𝑦 + 1) d 𝑆 =

10.  设 𝑓(𝑥) 是周期为 2𝜋 的周期函数，且 𝑓(𝑥) = {1−𝑥
1+𝑥

−𝜋≤𝑥<0
0≤𝑥<𝜋 ， 𝑆(𝑥) 为 𝑓(𝑥) 的傅里叶

级数的和函数，则 𝑆(−3𝜋) = 
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三、计算题（11～12 每小题 6 分，13～17 每小题 7 分，18 小题 8 分，19 小题 10 分，

20 小题 5 分，共 70 分）

11.  设函数 𝑧 = 𝑓(𝑥, 𝑦) 的全微分为 d 𝑧 = (4 − 2𝑥) d 𝑥 − (2𝑦 + 4) d 𝑦， 试确定 𝑓(𝑥, 𝑦) 

的极值点，并判别该点是极大值点还是极小值点

12.  计算 ∬
𝐷

cos 𝑥
𝑦 d 𝑥 d 𝑦，其中 𝐷 为由直线 𝑥 = 0，𝑦 = 𝜋

2 ，𝑦 = 𝜋 及抛物线 𝑥 = 𝑦2 所

围成的平面区域
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13. 设函数 𝑧 = 𝑓(𝑥
𝑦 , 𝑦

𝑥)，其中 𝑓  具有一阶连续偏导数，求 d 𝑧

14.  求曲线 {𝑥2+2𝑦2+𝑧2=10
𝑥−𝑦+𝑧=0  在点 (1, 2, 1) 处的切线方程

15.  设 函 数  𝑓(𝑢) 具 有 一 阶 连 续 导 数 ， 且  𝑓(0) = 0， 𝑓 ′(0) = 1， 求  

lim𝑡→0+
1
𝑡3 ∬

𝑥2+𝑦2≤𝑡2 𝑓(√𝑥2 + 𝑦2) d 𝑥 d 𝑦
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16. 计算 ∮
𝐿
(𝑦2 + 𝑥) d 𝑠，其中 𝐿 为圆 𝑥2 + 𝑦2 = 4

17. 将函数 𝑓(𝑥) = 1
𝑥2+4𝑥+3  展开成 (𝑥 − 1) 的幂级数
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18.  设 函 数  𝑓(𝑥) 在 区 间  (−∞, +∞) 上 具 有 连 续 导 数 ，𝐿 是 上 半 平 面  (𝑦 > 0) 

内 以 点  (𝑎, 𝑏) 为 起 点 、  点  (𝑐, 𝑑) 为 终 点 的 有 向 分 段 光 滑 曲 线 ， 记  

𝐼 = ∫
𝐿
[1

𝑦 + 𝑦𝑓(𝑥𝑦)] d 𝑥 + [𝑥𝑓(𝑥𝑦) − 𝑥
𝑦2 ] d 𝑦

(1)  证明：曲线积分 𝐼  与路径 𝐿 无关；

(2)  当 𝑎𝑏 = 𝑐𝑑 时，计算 𝐼  的值。

19.  计算 𝐼 = ∬
Σ
[𝑓𝑦(𝑥, 𝑦) + 𝑥3] d 𝑦 d 𝑧 + [𝑦3 − 𝑓𝑥(𝑥, 𝑦)] d 𝑧 d 𝑥 + 𝑧3 d 𝑥 d 𝑦， 其中 

𝑓(𝑥, 𝑦) 具有二阶连续偏导数，Σ 为锥面 𝑧 = √𝑥2 + 𝑦2（0 ≤ 𝑧 ≤ 1）的下侧
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20.  设 幂 级 数  ∑∞
𝑛=0 𝑎𝑛𝑥𝑛 在  (−∞, +∞) 上 收 敛 ， 且  𝑎0 = 0， 𝑎1 = 1， 𝑎2 = 0，

𝑎𝑛+2 = 2
(𝑛+1)𝑎𝑛（𝑛 = 0, 1, 2, …）， 求该级数的和函数 𝑆(𝑥)

高等数学(下册)期末测试模拟卷(二)

一、选择题（每小题 3 分，共 15 分）

1.  设有直线 𝑙 : {2𝑥+3𝑦−𝑧=1
𝑥−2𝑦−3𝑧=2 及平面 Π : 11𝑥 − 5𝑦 + 7𝑧 = 2，则直线 𝑙 （ ）

A. 与平面 Π 斜交 B. 垂直于平面 Π

C. 平行于平面 Π D. 在平面 Π 上

2. 函数 𝑧 = 2𝑥3 − 4𝑥2 + 2𝑥𝑦 − 𝑦2 的极值点为（ ）

A. (0, 0) B. (1, 1)

C. (0, 0) 与 (1, 1) D. 无极值点

3.  设函数 𝑓(𝑥, 𝑦) = {
𝑥𝑦

√𝑥4+𝑦4

0

(𝑥,𝑦)≠(0,0)

(𝑥,𝑦)=(0,0)
， 则在点 (0, 0) 处 （ ）

A. 偏导数不存在，函数不连续 B. 偏导数不存在，函数连续

C. 偏导数存在，函数连续 D. 偏导数存在，函数不连续

4.  设曲面 Σ 的方程为 𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2 = 𝑎2（𝑧 ≥ 0）， Σ1 为 Σ 在第一卦限的部分，则下

列选项中正确的是 （ ）

A. ∬
Σ

𝑥 d 𝑆 = 4 ∬
Σ1

𝑥 d 𝑆 B. ∬
Σ

𝑦 d 𝑆 = 4 ∬
Σ1

𝑦 d 𝑆

C. ∬
Σ

𝑧 d 𝑆 = 4 ∬
Σ1

𝑧 d 𝑆 D. ∬
Σ

𝑥𝑦𝑧 d 𝑆 = 4 ∬
Σ1

𝑥𝑦𝑧 d 𝑆
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5. 级数 ∑∞
𝑛=1

sin 𝑛𝑎
𝑛4  是（ ）

A. 条件收敛级数 B. 绝对收敛级数

C. 发散级数 D. 敛散性不确定的级数

二、填空题（每小题 3 分，共 24 分）

6.  已知直线 𝑥
2 = 𝑦+2

−2 = 𝑧−1
1  与 𝑥−1

4 = 𝑦−3
𝑎 = 𝑧+1

−2  相互垂直，则 𝑎 = 

7. 点 𝑀(1, 0, −1) 在平面 𝑥 + 2𝑦 + 𝑧 = 12 上的投影点的坐标为

8. 设函数 𝑓  可微，𝑧 = 𝑓(𝑥 + 𝑦, 𝑥𝑦) 在点 (𝑥, 𝑦) 处的全微分 d 𝑧 =

9. 函数 𝑢 = 𝑥𝑦2 + 𝑧3 − 𝑥2𝑦𝑧 在点 𝑀(1, 1, 1) 处的最大方向导数为

10.  设 𝐼 = ∭
Ω

d 𝑣
1+𝑥2+𝑦2 ，其中空间闭区域 Ω 由 𝑧 = √𝑥2 + 𝑦2 与 𝑧 = 1 围成，则 𝐼  在柱

面坐标系下的三次积分为 （不用计算） 

11.  设 𝑓(𝑥) 为连续函数，𝐹(𝑡) = ∫𝑡
0

d 𝑦 ∫𝑡
𝑦

𝑓(𝑥) d 𝑥（𝑡 > 0）， 将 𝐹(𝑡) 交换积分次序后

有 

12. 设 𝐿 是直线 3𝑥 + 4𝑦 = 12（0 ≤ 𝑥 ≤ 4）的一段，则 ∫
𝐿
(3𝑥 + 4𝑦) d 𝑠 =

13.  设 𝑓(𝑥) 是周期为 2𝜋 的周期函数，它在区间 [−𝜋, 𝜋) 上的表达式为 𝑓(𝑥) = 𝑥， 则 

𝑓(𝑥) 的傅里叶级数的和函数 𝑆(𝑥) 在点 𝑥 = 5𝜋
2  处的值为 

三、计算题（14～17 每小题 8 分，18～19 每小题 10 分，共 52 分）

14. 求曲线 {2𝑥2+3𝑦2+𝑧2=9
𝑥+𝑦+𝑧=2  在点 (1, −1, 2) 处的法平面方程
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15.  设函数 𝑧 = 𝑓(𝑥, 𝑦) 是由方程 𝜑(𝑐𝑥 − 𝑎𝑧, 𝑐𝑦 − 𝑏𝑧) = 0 所确定的隐函数， 其中 𝜑 具

有一阶连续偏导数，求 𝑎 𝜕𝑧
𝜕𝑥 + 𝑏𝜕𝑧

𝜕𝑦（𝑎, 𝑏, 𝑐 是常数）

16. 计算 ∬
𝐷

𝑦𝑒𝑥𝑦 d 𝜎，其中闭区域 𝐷 : 1
𝑥 ≤ 𝑦 ≤ 1，1 ≤ 𝑥 ≤ 2

17.  计算 ∫
𝐿
(3 sin 𝑥 + 2𝑥𝑦 − 4𝑥) d 𝑥 + (𝑥2 − 𝑒𝑦) d 𝑦， 其中 𝐿 为摆线 𝑥 = 𝑡 − sin 𝑡，

𝑦 = 1 − cos 𝑡 上从点 𝑂(0, 0) 到点 𝐴(𝜋, 2) 的一段弧
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18. 求幂级数 ∑∞
𝑛=1 (−1)𝑛−1 2𝑛−1

𝑛 𝑥𝑛 的收敛半径、收敛域及和函数

19.  计算 𝐼 = ∬
Σ

𝑥𝑧2 d 𝑦 d 𝑧 + (𝑥2𝑦 − 𝑧3) d 𝑧 d 𝑥 + (2𝑥𝑦 + 𝑦2𝑧) d 𝑥 d 𝑦， 其中 Σ 是

球面 𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2 = 𝑎2（𝑎 > 0）上半部分的上侧

四、应用题（9 分）

20.  将周长为 2𝑝 的矩形绕它的一边旋转一周构成一个圆柱体，问：矩形的长、宽分别

为多少时， 可使得圆柱体体积最大？
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高等数学(下册)期末测试真题(一)

一、选择题（每小题 3 分，共 30 分）

1. 下列四个平面中，通过坐标原点且与 𝑥 轴平行的是（ ）

A. 2𝑥 + 2𝑦 = 0 B. 3𝑥 + 2𝑧 + 1 = 0

C. 3𝑥 + 2𝑧 = 0 D. 3𝑦 + 2𝑧 = 0

2.  已知曲面 𝑧 = 4 − 𝑥2 − 𝑦2 在点 𝑃  处的切平面平行于平面 2𝑥 + 2𝑦 + 𝑧 − 1 = 0， 则点 

𝑃  的坐标为 （ ）

A. (1, −1, 2) B. (−1, 1, 2)

C. (−1, −1, 2) D. (1, 1, 2)

3. 函数 𝑓(𝑥, 𝑦) = arctan 𝑥
𝑦  在点 (0, 1) 处的梯度为（ ）

A. −𝒊 B. 𝒊 C. −𝒋 D. 𝒋

4.  函数 𝑓(𝑥, 𝑦) = {
𝑥𝑦

√𝑥2+𝑦2

0

(𝑥,𝑦)≠(0,0)

(𝑥,𝑦)=(0,0)
 在点 (0, 0) 处 （ ）

A. 不连续，偏导数存在 B. 连续，偏导数存在

C. 连续，偏导数不存在 D. 不连续，偏导数不存在

5. 函数 𝑧 = 𝑥3 − 3𝑥 + 𝑦2 在点 (1, 0) 处（ ）

A. 取得极大值 B. 取得极小值

C. 不取得极值 D. 不确定是否取得极值

6. 设函数 𝑧 = (1 + 𝑥𝑦)𝑥+𝑦，则 𝜕𝑧
𝜕𝑦 |(2,1) =（ ）

A. 27(ln 3 + 2) B. 27

C. 27 ln 3 D. 27(ln 3 + 1)

7.  设曲面 Σ : 𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2 = 𝑅2（𝑅 > 0）的外法向量的方向余弦为 cos 𝛼, cos 𝛽, cos 𝛾，

则 ∬
Σ
(𝑥 cos 𝛼 + 𝑦 cos 𝛽 + 𝑧 cos 𝛾) d 𝑆 = （ ）

A. 𝜋𝑅3 B. 2𝜋𝑅3 C. 3𝜋𝑅3 D. 4𝜋𝑅3
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8. 幂级数 ∑∞
𝑛=0 (−1)𝑛 𝑥2𝑛

𝑛!  在区间 (−∞, +∞) 上的和函数是 𝑆(𝑥) =（ ）

A. 𝑒−𝑥2
B. 𝑒𝑥2

C. −𝑒−𝑥2
D. −𝑒𝑥2

9.  设 空 间 闭 区 域  Ω = {(𝑥, 𝑦, 𝑧) | 𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2 ≤ 1}， 则  ∭
Ω

√𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2 d 𝑣 = 

（ ）

A. ∭
Ω

d 𝑥 d 𝑦 d 𝑧 B. ∫2𝜋
0

d 𝜃 ∫𝜋
0

d 𝜑 ∫1
0

𝜌3 sin 𝜑 d 𝜌

C. ∫2𝜋
0

d 𝜃 ∫
𝜋
2

0
d 𝜑 ∫1

0
𝜌3 sin 𝜃 d 𝜌 D. ∫2𝜋

0
d 𝜃 ∫2𝜋

0
d 𝜑 ∫1

0
𝜌3 sin 𝜑 d 𝜌

10. 当 −1 ≤ 𝛼 ≤ 1 时，级数 ∑∞
𝑛=1

(−𝛼)𝑛

𝑛𝑠 （𝑠 > 1）（ ）

A. 条件收敛 B. 绝对收敛

C. 发散 D. 敛散性不确定

二、填空题（每小题 3 分，共 18 分）

11. 设 |𝑎| = 1，|𝑏| =
√

5，且 |𝑎 + 𝑏| = |𝑎 − 𝑏|，则 |2𝑎 − 3𝑏| =

12.  设函数 𝑧 = 𝑓(𝑥, 𝑦) 由方程 𝑒𝑧 + 𝑥𝑦𝑧 + 𝑥 + cos 𝑧 = 2 所确定， 则全微分 d 𝑧|(0,1) = 

13. ∫2
0

d 𝑥 ∫2
𝑥

𝑒−𝑦2 d 𝑦 =

14.  由曲线 {3𝑥2+2𝑦2=12
𝑧=0  绕 𝑦 轴旋转一周所得的旋转曲面在点 (0,

√
3,

√
2) 处的指向外

侧的单位法向量为 

15.  设 函 数  𝑓(𝑥) = |𝑥 − 1
2 |， 𝑏𝑛 = 2 ∫1

0
𝑓(𝑥) sin(𝑛𝜋𝑥) d 𝑥（ 𝑛 = 1, 2, …），  令  

𝑆(𝑥) = ∑∞
𝑛=1 𝑏𝑛 sin(𝑛𝜋𝑥)，则 𝑆(−2021) = 

16. 设 𝐿 : |𝑥| + |𝑦| = 1，则 ∮
𝐿

d 𝑠
|𝑥| + |𝑦| =
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三、计算题（17～21 每小题 7 分，22 小题 9 分，共 44 分）

17.  求过直线 𝐿1 : 𝑥−1
1 = 𝑦−2

2 = 𝑧−3
3  且平行于直线 𝐿2 : {

𝑥=𝑡+1
𝑦=−2
𝑧=𝑡−3

 的平面方程

18.  设函数 𝑧 = 𝑓(2𝑥 − 𝑦, 𝑦 sin 𝑥)，其中 𝑓  具有二阶连续偏导数，求 𝜕2𝑧
𝜕𝑥𝜕𝑦

19. 计算 ∬
𝐷

(𝑥2 + 𝑦) d 𝑥 d 𝑦，其中闭区域 𝐷 : 𝑥2 + 𝑦2 ≤ 1
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20.  计算 ∫
𝐿
(𝑥𝑒𝑦 − 2𝑦) d 𝑦 + (𝑒𝑦 + 𝑥 − 𝑦) d 𝑥， 其中 𝐿 为圆 𝑥2 + 𝑦2 = 𝑎𝑥（𝑎 > 0）的

上半部分，取逆时针方向

21.  计 算  ∬
Σ

𝑥 d 𝑦 d 𝑧 − 𝑦 d 𝑧 d 𝑥 + (𝑧2 + 𝑥) d 𝑥 d 𝑦，  其 中  Σ 为 半 球 面  

𝑧 = √4 − 𝑥2 − 𝑦2 的下侧
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22. 设幂级数 ∑∞
𝑛=1

(𝑥−3)𝑛

𝑛·3𝑛 ，求该幂级数的

(1)  收敛半径；

(2)  收敛域；

(3)  和函数。

四、选答题（8 分，二选一）

23.  在椭球面 2𝑥2 + 2𝑦2 + 𝑧2 = 1 上求一点，使得函数 𝑢 = 𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2 在该点处沿方

向 𝒍 = {1, −1, 0} 的方向导数最大
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24.  设 有 一 凤 凰 山 ， 底 面 区 域  𝐷 = {(𝑥, 𝑦) | 𝑥2 + 𝑦2 − 𝑥𝑦 ≤ 75}，  高 度  

ℎ(𝑥, 𝑦) = 75 − 𝑥2 − 𝑦2 + 𝑥𝑦。 欲寻找山脚坡度最大的点作为攀爬起点，试确定攀爬

起点的位置

高等数学(下册)期末测试真题(二)

一、选择题（每小题 4 分，共 20 分）

1. 级数 ∑∞
𝑛=1

(−1)𝑛−1

𝑛+(−1)𝑛−1 （ ）

A. 绝对收敛 B. 条件收敛

C. 发散 D. 敛散性不确定

2.  直线 {𝑥+3𝑦+2𝑧+1=0
2𝑥−𝑦−10𝑧+3=0 与平面 4𝑥 − 2𝑦 + 𝑧 − 2 = 0 的位置关系是 （ ）

A. 直线在平面内 B. 平行但不在平面内

C. 垂直 D. 相交但不垂直

3.  设 𝐿 : 4𝑥2 + 𝑦2 = 1，取正向，则 ∮
𝐿

−𝑦 d 𝑥+𝑥 d 𝑦
4𝑥2+𝑦2 = （ ）

A. −2𝜋 B. 2𝜋 C. 0 D. 𝜋

4. 设函数 𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝑥𝑦
𝑥2+𝑦2 ，则 lim(𝑥,𝑦)→(0,0) 𝑓(𝑥, 𝑦)（ ）

A. 不存在 B. 0 C. 1 D. 无穷大
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5.  ∫2
0

d 𝑥 ∫𝑥2

0
𝑓(𝑥, 𝑦) d 𝑦 + ∫

√
8

2
d 𝑥 ∫

√
8−𝑥2

0
𝑓(𝑥, 𝑦) d 𝑦 交换积分次序后为 （ ）

A. ∫4
0

d 𝑦 ∫2
−√8−𝑦2 𝑓(𝑥, 𝑦) d 𝑥

B. ∫2
0

d 𝑦 ∫√8−𝑦2

0
𝑓(𝑥, 𝑦) d 𝑥

C. ∫4
0

d 𝑦 ∫2
𝑦

𝑓(𝑥, 𝑦) d 𝑥

D. ∫2
0

d 𝑦 ∫√8−𝑦2
√𝑦

𝑓(𝑥, 𝑦) d 𝑥 + ∫4
2

d 𝑦 ∫2
√𝑦

𝑓(𝑥, 𝑦) d 𝑥

二、填空题（每小题 4 分，共 20 分）

6. 已知 |𝑎| = 4，向量 𝑎 与轴 𝑢 的夹角是 𝜋
3 ，则 Prj𝑢𝑎 =

7. 曲面 𝑥3 + 𝑦3 + 𝑧3 + 𝑥𝑦𝑧 − 6 = 0 在点 (1, 2, −1) 处的切平面方程是

8. 平面曲线 𝑥 = 𝑦2

4 − ln 𝑦
2 （1 ≤ 𝑦 ≤ 𝑒）的弧长为

9.  函数 𝑢 = ln(𝑥 + √𝑦2 + 𝑧2) 在点 𝐴(1, 0, 1) 处从点 𝐴 到点 𝐵(3, −2, 2) 的方向导数

为 

10.  设函数 𝑓(𝑥) = {𝑥
1−𝑥

0<𝑥≤1
1<𝑥≤2， 𝑆(𝑥) = 𝑎0

2 + ∑∞
𝑛=1 𝑎𝑛 cos(𝑛𝜋𝑥

2 ) 是其傅里叶级数，则 

𝑆(7) = 

三、计算题（11～15 每小题 7 分，16～17 每小题 9 分，18 小题 7 分，共 60 分）

11.  计算 ∬
𝐷

𝑒−𝑥2−𝑦2 d 𝑥 d 𝑦，其中 𝐷 是由中心在坐标原点、半径为 𝑅 的圆所围成的闭

区域
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12. 求过点 𝑀(2, 1, 3) 且与直线 𝑥+1
3 = 𝑦−1

2 = 𝑧
−1  垂直的直线方程

13.  设函数 𝑧 = 𝑓(𝑥𝑦, 𝑥
𝑦) + 𝑔(𝑥2 − 𝑦2)，其中 𝑓  具有二阶连续偏导数，𝑔 具有二阶连续

导数， 求 𝜕2𝑧
𝜕𝑥𝜕𝑦

14. 求函数 𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝑒2𝑥(𝑥 + 𝑦2 + 2𝑦) 的极值
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15. 已知幂级数 ∑∞
𝑛=0(𝑛 + 1)(𝑛 + 2)(𝑥 − 1)𝑛，求其收敛域及和函数

16.  计算 ∬
Σ

𝑥3 d 𝑦 d 𝑧 + [1
𝑧𝑓(𝑦

𝑧) + 𝑦3] d 𝑧 d 𝑥 + [1
𝑦𝑓(𝑦

𝑧) + 𝑧3] d 𝑥 d 𝑦， 其中 𝑓  具有

一阶连续导数，Σ 为锥面 𝑥 = √𝑦2 + 𝑧2 和球面 𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2 = 1 所围立体表面的外

侧

17.  计 算  ∫
𝐿
(2𝑥𝑦3 − 𝑦2 cos 𝑥) d 𝑥 + (1 − 2𝑦 sin 𝑥 + 3𝑥2𝑦2) d 𝑦，  其 中  𝐿 为 抛 物 线  

2𝑥 = 𝜋𝑦2 上从点 (0, 0) 到点 (𝜋
2 , 1) 的一段弧
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四、证明题

18.  设函数 𝑓(𝑥, 𝑦) = |𝑥 − 𝑦| 𝑔(𝑥, 𝑦)，其中函数 𝑔(𝑥, 𝑦) 在点 (0, 0) 的某邻域内连续。 试

讨论 𝑓  在 (0, 0) 处的偏导数与可微性（提示：与 𝑔(0, 0) 是否为 0 有关）
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